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O uso de materiais viscoelásticos (MVEs) é cada vez mais frequente, seja 
como mitigadores de vibrações e ruídos ou como parte de componentes estruturais. 
Em todas as aplicações, é necessário o conhecimento de seu comportamento 
mecânico, o qual pode ser descrito nos domínios do tempo (módulos de relaxação em 
tração/cisalhamento e coeficiente de Poisson), ou da frequência (módulos complexos 
de Young/cisalhamento e coeficiente complexo de Poisson), considerando o efeito da 
temperatura. Em geral, elastômeros são tratados como quase perfeitamente 
incompressíveis, com valores do coeficiente de Poisson assumido como constante e 
ligeiramente menor que 0,5. É notável que tais considerações ignoram efeitos do 
tempo, da frequência e da temperatura. Assim, este trabalho discute duas 
metodologias computacionais, tradicional e integrada, para a identificação de MVEs 
lineares, isotrópicos e termorreologicamente simples, nos domínios do tempo ou da 
frequência e considerando influência da temperatura. As metodologias de 
identificação partem de conjuntos de pontos experimentais envolvendo funções 
viscoelásticas complexas (módulos complexos de Young e cisalhamento), definidas 
no domínio da frequência, ou funções viscoelásticas definidas no domínio do tempo 
(módulos de relaxação de Young e de cisalhamento) em diferentes temperaturas. A 
partir destes pontos experimentais, aplica-se uma técnica híbrida de otimização 
(Algoritmos Genéticos e Programação Não Linear) para obtenção dos parâmetros dos 
modelos constitutivos para o MVE em análise. Consolidadas as identificações, o 
trabalho ainda propõe e aplica uma metodologia para construção de nomogramas. 
Inicialmente, constroem-se nomogramas referentes às funções viscoelásticas 
complexas, definidas no domínio da frequência. Na sequência, são construídos 
nomogramas referentes às funções viscoelásticas, definidas no domínio do tempo. Os 
resultados das metodologias propostas se mostram promissores, confiáveis e com 
grande potencial de aplicação. 
 
Palavras-chave: Funções viscoelásticas. Modelo de Zener fracionário. Otimização. 
             Viscoelasticidade linear. Coeficiente de Poisson no domínio do 






The use of viscoelastic materials (VEMs) is increasingly frequent, either as 
vibration and noise mitigators or as part of structural components. In all applications, it 
is necessary the knowledge of its mechanical behavior, which can be described in time 
domain (tensile/shear relaxation moduli and Poisson's ratio), or frequency domain 
(complex Young/shear moduli and complex Poisson’s ratio), considering the 
temperature effects. In general, elastomers are treated as almost perfectly 
incompressible, with values of the Poisson coefficient assumed to be constant and 
slightly less than 0.5. It is notable that such considerations ignore effects of time, 
frequency and temperature. Thus, this paper discusses two computational 
methodologies, traditional and integrated, for the identification of linear, isotropic and 
thermoreologically simple VEMs in time or frequency domains and considering the 
temperature effects. The identification methodologies are based on sets of complex 
viscoelastic functions (complex Young and shear moduli), defined in the frequency 
domain, or viscoelastic functions defined in time domain (Young's relaxation modulus 
and shear modulus) at different temperatures. From these experimental points, a 
hybrid optimization technique (Genetic Algorithms and Non-Linear Programming) is 
applied to obtain the parameters of the constitutive models for the VEM under analysis. 
Consolidated the identifications, the work still proposes and applies a methodology for 
the construction of nomograms. Initially, nomograms for complex viscoelastic functions 
defined in the frequency domain are constructed. Subsequently, nomograms relating 
to viscoelastic functions, defined in the time domain, are constructed. The results of 
the proposed methodologies are promising, reliable and with great application 
potential. 
 
Key-words: Viscoelastic functions. Fractional Zener Model. Optimization. 
                  Linear viscoelasticity. Poisson's ratio in the time domain. 
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J (t)  - Módulo de cisalhamento de fluência no domínio do tempo [Pa-1]. 
J '( )  - Parcela real do módulo de cisalhamento de fluência no domínio da 
   frequência [Pa-1]. 
J''( )  - Parte imaginária do módulo complexo de cisalhamento de fluência na 
   frequência [Pa-1]. 
J(s)   - Módulo de fluência de cisalhamento no domínio de Laplace. 
J(s)   - Módulo operacional de fluência de cisalhamento. 
K (t)  - Módulo volumétrico de relaxação no domínio do tempo [Pa]. 
K '( )  - Parte real do módulo volumétrico de relaxação no domínio da frequência 
   [Pa]. 
K ''( )  - Parte imaginária do módulo volumétrico de relaxação no domínio da 
   frequência  [Pa]. 
L - Operador da transformada de Laplace. 
R - Conjunto dos números reais. 
T  - Temperatura [ºC]. 
t  - Tempo [segundos]. 
Rt  - Tempo reduzido [segundos]. 
gT  - Temperatura de transição vítrea [ºC]. 
mT  - Temperatura de fusão [ºC]. 
0T  - Temperatura de referência [ºC]. 
V  - Volume ocupado por moléculas [m
3]. 
fV  - Volume livre não ocupado pelas moléculas [m
3]. 






T  - Fator de deslocamento para temperatura. 
  - Constante de ordem fracionária. 
(t)  - Deformação de cisalhamento no domínio do tempo [mm/mm]. 
(s)  - Deformação de cisalhamento no domínio de Laplace. 
    - Função gama de Euler. 
 ij   - Delta de Kronecker. 
  - Deformação [mm/mm]. 
 s  - Deformação uniaxial no domínio de Laplace. 
(t)  - Deformação no domínio do tempo [mm/mm]. 
 s   - Função relacionada à constante de Lamé no domínio de Laplace. 
  - Variável de integração. 
  - Viscosidade do material. 
    - Fator de perda para o domínio da frequência. 
  - Tensão [Pa]. 
(s)  - Tensão uniaxial no domínio de Laplace. 
(t)  - Tensão uniaxial no domínio do tempo [Pa]. 
  - Tempo de relaxação [segundo]. 
 t  - Tensão de cisalhamento no domínio do tempo [Pa]. 
 s  - Tensão de cisalhamento no domínio de Laplace. 
  - Frequência [segundo-1]. 
R  - Frequência reduzida [segundo
-1]. 
  - Coeficiente de Poisson. 
0  - Coeficiente de Poisson instantâneo. 
  - Coeficiente de Poisson de equilíbrio. 
  - Coeficiente de viscosidade do modelo fracionário. 
 t  - Coeficiente de Poisson no domínio do tempo. 
  *  - Coeficiente complexo de Poisson. 
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 '   - Coeficiente dinâmico de Poisson. 
 ''   - Coeficiente de perda de Poisson. 
 s  - Coeficiente de Poisson no domínio de Laplace. 
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Ao longo das últimas décadas, tem sido crescente o emprego de materiais 
viscoelásticos (MVEs) em diversos setores da engenharia, tais como construção civil, 
indústrias automotivas e aeroespaciais, geração de energia eólica, meios de 
transporte de pessoas, biomédica etc.. Como exemplos práticos de MVEs, podem-se 
citar as misturas asfálticas, coxins, para-choques, absorvedores de vibração 
elastoméricos, tubulações para transporte de água, brinquedos em geral, 
embalagens, utensílios domésticos, sondas gastrointestinais, seringas etc.. Conforme 
Lai (1995), as principais motivações para a utilização dos polímeros sintéticos na 
engenharia são suas propriedades mecânicas, dentre as quais se destacam: baixa 
densidade, alta resistência à corrosão, flexibilidade, boa resistência ao impacto e 
facilidade tanto para a manufatura como para a moldagem. 
Em meio aos diversos materiais que exibem comportamentos viscoelásticos, 
é dedicada aqui atenção aos polímeros sintéticos, na forma de borrachas. Tais 
materiais são frequentemente utilizados no controle de vibrações em estruturas e/ou 
como parte de componentes estruturais (NASHIF, JONES e HENDERSON, 1985; 
PACHECO, 2013; KUHL, 2014; RIBEIRO, PEREIRA e BAVASTRI, 2015). Em todas 
as aplicações, é necessário garantir que o projeto do produto responda de forma 
adequada às solicitações mecânicas envolvidas, a fim de evitar falhas e/ou medidas 
indesejáveis de deformações (LAI, 1995). Para tanto, é fundamental o conhecimento 
das principais propriedades dos polímeros para o correto entendimento do 
comportamento mecânico associado. 
Em relação ao comportamento mecânico, uma das principais propriedades 
dos polímeros é a viscoelasticidade. Segundo Findley, Lay e Onaran (1976), Nashif et 
al. (1985), Jones (1974) e Brinson e Brinson (2008) os desempenhos de materiais 
poliméricos podem ser preditos por meio das seguintes funções viscoelásticas: 
 Domínio da frequência: módulos complexos (de Young, de cisalhamento e 
volumétrico) e coeficiente complexo de Poisson. 
 Domínio do tempo: módulos de relaxação ou de fluência (em tração e/ou 
cisalhamento) e coeficiente de Poisson. 
Conforme Nashif et al. (1985), as funções viscoelásticas dependem 
fortemente da temperatura, frequência, tensão-inicial, nível da força dinâmica, 
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umidade relativa, entre outros fatores. Os mais relevantes, afirmam Sjöberg (2002) e 
Lakes e Capodagli (2008), são; temperatura, o tempo e a frequência. 
Dessa forma, para predições do comportamento e aplicações confiáveis 
desse tipo de material, é necessária a caracterização apropriada dos modelos 
constitutivos associados. Posto isso, na Seção 1.1 são apresentados os objetivos 
desta tese. 
1.1 OBJETIVOS 
1.1.1 Objetivo geral 
O objetivo geral deste trabalho é propor e implementar computacionalmente 
metodologias de caracterização de MVEs sólidos lineares e termorreologicamente 
simples descritos nos domínios da frequência e/ou do tempo. Essas metodologias são 
baseadas na utilização de diferentes dados experimentais clássicos, definidos nos 
domínios da frequência ou do tempo, considerando a influência da temperatura, além 
de ter como base o modelo de Zener Fracionário, o qual é combinado com um fator 
de deslocamento dependente do efeito da temperatura. 
1.1.2 Objetivos específicos 
Em consonância com o objetivo geral, os seguintes objetivos específicos são 
apresentados como: 
 Desenvolver e aplicar uma metodologia numérica para caracterizar 
indiretamente o coeficiente complexo de Poisson, definido no domínio 
da frequência; 
 Desenvolver e aplicar uma metodologia numérica para caracterizar 
indiretamente o coeficiente de Poisson, definido para o domínio do 
tempo; 
 Apresentar os nomogramas dos módulos complexos de Young e de 
cisalhamento, definidos no domínio da frequência; 
 Propor a construção de um nomograma para o coeficiente complexo 
de Poisson, definido no domínio da frequência; 
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 Propor a construção de nomogramas para os módulos de relaxação 
(em tração e em cisalhamento) e para o coeficiente de Poisson, 
definidos no domínio do tempo. 
1.2 ESTRUTURA DO TEXTO 
Este trabalho está dividido em oito capítulos. O presente capítulo introduz as 
principais motivações e justificativas para o desenvolvimento do trabalho. Além disso, 
descrevem-se os objetivos gerais e o específico. O capítulo é encerrado com a visão 
geral de como está estruturado todo o texto da tese. 
O capítulo dois apresenta a revisão bibliográfica da literatura referente às 
técnicas de identificação de MVEs, tanto para o domínio do tempo como para o da 
frequência. Por fim, são discutidas as principais contribuições deste trabalho. 
O capítulo três apresenta a revisão conceitual sobre polímeros, seus 
principais comportamentos mecânicos viscoelásticos e modelos que buscam 
descrevê-los. O capítulo é encerrado com a revisão sobre processo de otimização, a 
qual é utilizada para identificação dos modelos viscoelásticos fracionários. A pesquisa 
desenvolvida neste capítulo tem o intuito de fornecer embasamento para a elaboração 
da metodologia proposta de identificação do material, desenvolvida na sequência. 
Os capítulos quatro e cinco descrevem metodologias propostas de 
identificação de MVEs, envolvendo conjuntos de dados experimentais no domínio da 
frequência (ou do tempo) considerando o efeito da temperatura. 
O capítulo seis propõe a metodologia para construção e avaliação de 
nomogramas nos domínios do tempo e da frequência. 
O capítulo sete apresenta resultados e as discussões referentes às 
identificações nos domínios do tempo e da frequência. Consolidadas as identificações, 
são propostos nomogramas para algumas funções viscoelásticas, nos domínios do 
tempo e da frequência. 
O capítulo oito discute as conclusões e sugestões de trabalhos futuros. 





2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
Em projetos envolvendo aplicações de materiais poliméricos com 
comportamento viscoelástico, deve ser considerado que os carregamentos podem ser 
aplicados rapidamente (nos casos de impactos), durante longos intervalos de tempo 
(para componente submetido a cargas estáticas) ou sob amplas faixas de frequências 
(quando submetidos a solicitações dinâmicas). Isto posto, Lakes (2004), Ward e 
Sweeney (2004) e Lakes (2009) dividem as classes de experimentos para 
caracterização de MVEs em medições no domínio do tempo e/ou da frequência onde, 
em cada domínio, pode-se avaliar a influência da temperatura. 
Os experimentos mais comuns para caracterização de MVEs no domínio do 
tempo são os ensaios de fluência, relaxação e tensão-deformação do tipo destrutivo. 
Por outro lado, no domínio da frequência, podem-se mencionar diversos 
métodos. Entre estes estão os métodos ressonantes (ensaios de vibrações livres), os 
métodos não ressonantes (ensaios envolvendo vibrações forçadas) e os métodos 
envolvendo técnicas de propagação de ondas. A FIGURA 1 indica o intervalo 
aproximado, em escala de frequência e tempo, em que cada método é mais adequado 
para identificar as propriedades dos MVEs. 




FONTE: adaptado de Ward e Sweeney (2004). 
Conforme Ward e Sweeney (2004), para a caracterização em intervalos de 
tempos e/ou frequência estendidos, são necessárias várias técnicas combinadas. 
Alternativamente, a aplicação do Princípio da Superposição Tempo Temperatura 
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(PSTT), introduzido por Ferry (1980), mostra-se uma ferramenta mais simples, robusta 
e eficiente, como extensamente relatado na bibliografia (JULIAN, 1994; PARK e KIM, 
2001; HE, 2005; CHAILLEUX, et al., 2006; HU et al., 2006; CHAE et al., 2010; 
GERGESOVA et al., 2010; BARRUETABEÑA et al., 2011; GUEDES, 2011; LIN et al., 
2011; ROULEAU et al., 2015; GERGESOVA, SAPRUNOV e EMRI, 2016; SOUSA, 
2015). 
O corrente capítulo apresenta a revisão bibliográfica referente as 
metodologias para: 
 Caracterização de MVEs no domínio do tempo; 
 Caracterização de MVEs no domínio da frequência; 
 Métodos de interconversão; 
 Identificação do coeficiente complexo de Poisson, definido no domínio 
da frequência; 
 Identificação do coeficiente de Poisson, definido no domínio do tempo. 
Consolidada a revisão bibliográfica, o capítulo é encerrado com as principais 
contribuições do corrente trabalho para o estado da arte. 
2.1 CARACTERIZAÇÃO NO DOMÍNIO DO TEMPO 
Esta seção apresenta e discute metodologias de identificação de MVEs no 
domínio do tempo através de ensaios de relaxação, fluência e tensão-deformação do 
tipo destrutivo. 
2.1.1 Caracterização via ensaios de relaxação e fluência 
A identificação de MVEs abrangendo ensaios experimentais de relaxação ou 
fluência é extensamente relatada na bibliografia. Como exemplos, podem ser citados 
Scharpery (1961), Soussou, Moavenzadeh e Gradowczyk (1970) e Chen (2000). 
Esses trabalhos obtêm curvas experimentais de relaxação, ou fluência, no domínio do 
tempo e, empregando o método da colocação ou dos mínimos quadrados, ajustam 
modelos teóricos aos dados experimentais. Embora os resultados nesses ajustes 
sejam satisfatórios, em todos os casos, os primeiros instantes experimentais (em 
geral, alguns segundos) são ignorados. Isto porque, por exemplo, em ensaios de 
relaxação, não é possível obter uma deformação instantânea, já que, inicialmente, é 
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necessária a aplicação de uma rampa de tensão até atingir o valor de deformação 
desejado. Essa metodologia é denominada, segundo Kelchner e Aklonis (1971), 
Meissner (1978), Flory e Mckenna (2004) e Stankiewicz (2013), como método ten 
times rule. Este método propõe que o módulo de relaxação seja identificado a partir 
de 110t , onde 1t  denota o tempo, em um ensaio de relaxação, quando a máxima 
deformação é alcançada e, a partir disso, é mantida constante. No entanto, o intervalo 
ignorado é importante, pois possibilita uma predição com maior precisão e exatidão 
do módulo de relaxação/fluência em um tempo que tenda a zero. Nesse contexto, 
outras propostas de identificação também são apresentadas nas últimas décadas 
(WILLIAMS e WATTS, 1970; ZAPAS e PHILIPS, 1971; SMITH, 1979; LEE e KNAUSS, 
2000; SORVARI e MALINEN, 2006; SORVARI e MALINEN, 2007; KNAUSS e ZHAO, 
2007; XU, HAN e ZHOU, 2013; STANKIEWICZ, 2013). 
Zapas e Philips (1971) propõe uma metodologia na qual o MVE é 
caracterizado durante o intervalo de aplicação da rampa de deformação. Nesta 
metodologia, o módulo de relaxação é caracterizado a partir de um tempo 1t / 2 . Tal 
técnica é conhecida, na literatura, como método Zapas-Philips. No entanto, existem 
materiais que possuem necessidade que o módulo de relaxação seja predito para 
tempos inferiores a 1t / 2 . 
Smith (1979) utilizou métodos computacionais de procedimento recursivo 
propostos por Kelchner e Aklonis (1971) com o intuito de melhoria das considerações 
postas no método ten times rule. Para tanto, o procedimento requer que a resposta 
de tensão para a rampa de deformação possa ser medida com boa acurácia no 
intervalo de tempo 1t t . Nesse caso, o procedimento é aplicado com base na 
derivada da função tensão onde os dados experimentais pertencem ao intervalo 
10 t t  . Tal metodologia resulta em um módulo de relaxação pouco acurado. 
Outro método é apresentado por Lee e Knauss (2000). O trabalho apresenta 
um procedimento recursivo para a determinação do módulo de relaxação, incluindo 
todo o teste de rampa de deformação. O método se mostra muito preciso caso alguns 
requisitos sejam satisfeitos. Inicialmente, calcula-se o módulo de relaxação utilizando 
o método “ten times rule” (MEISSNER, 1978). Na sequência, o módulo de relaxação 
é calculado a partir da derivada da tensão no intervalo de rampa. Contudo, há várias 
desvantagens em seguir o procedimento de derivada recursiva, pois este método 
contém diferenciação numérica da tensão, o que pode conduzir a uma reduzida 
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confiabilidade de resultados. Com isso, os valores iniciais do módulo de relaxação, 
para um tempo tendendo a zero, devem ser aproximados neste método. 
Flory e Mckenna (2004), assumindo o módulo de relaxação representado na 
forma 
   0 tE(t) E exp ,
 
   
 (1) 
a qual foi proposta por Williams e Watts (1970), compara o método Zapas-Philips com 
o método Lee-Knauss. O trabalho infere que o método Zapas-Philips fornece melhor 
resultado para descrever a resposta do material quando 1t t . 
Sorvari e Mallinen (2006) apresenta um método numérico, similar à proposta 
sugerida por Zappas e Phillips (1971), para computação do módulo de relaxação de 
um MVE linear. Porém, neste caso, o método é baseado numa integração numérica 
trapezoidal da equação constitutiva viscoelástica de Boltzmann. A metodologia de 
Sorvari e Mallinen (2006) é válida para testes de relaxação sob uma taxa constante 
de deformação de modo que há a possibilidade de determinar o módulo de relaxação 
para tempos menores que 1t / 2 , diferentemente do método Zapas-Philips. 
É importante notar que os métodos precedentes, tais como o “ten times rule” 
e os métodos de Zapas-Philips e de Sorvari e Mallinen (2006), são aplicados 
especificamente durante o regime permanente ou transiente (intervalo de rampa). 
Nesta circunstância, um método que busca identificar funções viscoelásticas, no 
tempo, a partir de experimento em regime transiente e/ou permanente, é apresentado 
por Sorvari e Mallinen (2007). O trabalho apresenta dois métodos para estimar 
funções de MVEs (tais como fluência e relaxação) a partir de experimentos realizados 
sob excitações randômicas. No primeiro, a relação constitutiva, do modelo constitutivo 
viscoelástico de Boltzman, é discretizada em um sistema linear de equações. Devido 
ao mal condicionamento da matriz resultante, o sistema é resolvido através da 
regularização de Tikhonov. O outro método consiste na transformação da relação 
integral em uma fórmula recursiva utilizando séries de Prony. 
Nessa mesma linha de pesquisa, Xu, Han e Zhou (2013) apresenta um 
método que utiliza o modelo de Wiechert e a relação constitutiva de Boltzmann e 
obtém uma expressão tensão por tempo, a qual possibilita calcular a tensão 
correspondente quando a rampa de deformação é aplicada (taxa de deformação 
consntante) e, posteriormente, quando a deformação é constante. 
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Outrossim, Stankiewicz (2013), utilizando a relação constitutiva de Boltzmann 
e empregando quadraturas numéricas de integração, tais como a regra do ponto 
médio e a regra de Simpson, apresenta um modelo aproximado de relaxação cujo 
cerne é a caracterização considerando todo o tempo de ensaio, desde o regime 
transiente, onde a rampa de deformação é aplicada, até o regime permanente, onde 
a deformação se mantém constante. 
Nota-se que, nos trabalhos descritos acima, não é considerada a influência da 
temperatura. Além disso, os trabalhos realizam identificação apenas no intervalo de 
tempo de ensaio o qual, geralmente, é curto. Nesse caso, não há grande precisão e 
exatidão na identificação de parâmetros relacionados a valores de tempos muito 
pequenos (tendendo a zero) e nem para tempos estendidos. Desta forma, objetivando 
predizer o módulo de relaxação/fluência que compreende ambos extremos de tempo, 
Julian (1994), Park e Kim (2001), Hu et al. (2006), Chae et al. (2010), Barruetabeña et 
al. (2011) e Lin et al. (2011) realizam ensaios de relaxação (ou fluência) em várias 
temperaturas. Nesse caso, empregando o PSTT, é construída manualmente uma 
curva de relaxação (ou fluência), dita curva mestre, em uma temperatura de referência 
a qual abrange um maior intervalo de tempo. Por fim, a curva mestre é identificada 
utilizando modelos constitutivos tais como de Wiechert, de Voigt generalizado e/ou de 
Zener fracionário. 
A construção da curva mestre manualmente pode gerar ambiguidades quando 
diferentes autores realizam a identificação do mesmo fator de deslocamento. Nesse 
contexto, uma metodologia eficiente e que não apresenta tal dificuldade, é 
apresentada por Gergesova et al. (2010). Esta metodologia utiliza um processo de 
caracterização do fator de deslocamento, baseado num algoritmo denominado CFS 
(do inglês Closed Form Shifting). Tal técnica é fundamentada na superposição de 
várias curvas isotérmicas experimentais, onde busca-se a minimização da área entre 
duas curvas adjacentes experimentais. Saprunov, Gergesova e Emri (2014) amplia a 
metodologia e, utilizando os parâmetros característicos dos modelos constitutivos de 
relaxação (ou fluência), obtidos por trabalhos anteriores (EMRI et al., 2005; 
GERGESOVA et al., 2010), constrói várias curvas artificiais nas respectivas 
temperaturas de ensaio. Dessa forma, empregando o algoritmo CFS, os autores 
identificam com boa precisão, o fator deslocamento considerando o modelo WLF 
(proposto por Williams, Landel e Ferry (1955)). Deve-se realçar que os coeficientes 
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obtidos por Saprunov, Gergesova e Emri (2014) para o modelo WLF foram os mesmos 
para os módulos de fluência e de relaxação. 
2.1.2 Caracterização via ensaios tensão-deformação do tipo destrutivo 
Podem ser encontrados na bibliografia, vários estudos envolvendo ensaios 
tensão-deformação com o intuito de caracterizar o comportamento mecânico de MVEs 
como função da temperatura e da taxa de deformação. Entre estes, Bauwens, 
Bauwens-Crowete e Homes (1969) e Bauwens-Crowet (1973), utilizando ensaios 
tensão-deformação em várias temperaturas e sob diferentes taxas de deformação, 
estudam a tensão de escoamento do Policloreto de Polivinila (PVC) e do Polimetil-
Metacrilato (PMMA). Nos trabalhos, são apresentados gráficos das tensões de 
escoamento para várias taxas de deformação e com diferentes temperaturas. Com 
isso, identificam-se os fatores de deslocamento utilizando os modelos WLF e 
Arrhenius (desenvolvido pelo pesquisador sueco Svante Arrhenius (1859 – 1927)). 
Nesses trabalhos, as taxas de deformação não ultrapassam o valor de 
  10,6 mm / mm s  . 
No intuito de estudar o comportamento tensão-deformação sob altas taxas de 
deformação, Richeton et al.  (2006), Zhao, Knauss e Ravichandran (2007) e Cao, Wan 
e Wang (2012) caracterizam materiais poliméricos com comportamento viscoelástico 
baseando-se em um método que utiliza a barra de Hopkinson. Nesta técnica, as 
propriedades mecânicas dos materiais (tais como tensão de escoamento, módulo de 
Young e parâmetros de modelos constitutivos) são caracterizadas em várias 
temperaturas. Nesta mesma linha, Serban, Weber e Marsavina (2013) conduz ensaios 
de tensão-deformação uniaxiais em diferentes polímeros. Para tanto, o autor realiza 
os experimentos em um equipamento servo-hidráulico em várias temperaturas. Os 
dados obtidos são agregados a um modelo material para simulações utilizando o 
Método de Elementos Finitos, por meio do software Abaqus®, considerando 
dependências da temperatura e da taxa de deformação. 
Outro método de caracterização de MVEs é apresentado por Pacheco (2013). 
O trabalho apresenta uma metodologia para a caracterização de MVEs no domínio do 
tempo, considerando a influência da temperatura. Para isso, o trabalho utiliza séries 
de Prony e uma técnica híbrida de otimização baseada em Algoritmos Genéticos (AG) 
e Programação Não Linear (PNL). Como dados de entrada, são utilizados ensaios 
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experimentais tensão-deformação com diferentes taxas de deformação e 
temperaturas. O resultado final dessa caracterização é a obtenção das constantes 
relacionadas a cada termo da Série de Prony. Sousa (2015) amplia esta metodologia 
de caracterização e faz ajustes contemplando as influências da temperatura e/ou da 
pressão. Tal metodologia possibilita a caracterização de polímeros viscoelásticos que 
possuem comportamento termo, piezo e termopiezoreologicamente simples. Mais 
recentemente, Ciniello (2016) e Ciniello, Bavastri e Pereira (2016) utilizam a mesma 
metodologia de identificação, porém, utilizando o modelo constitutivo de Zener 
fracionário. 
Na maioria das vezes, experimentos envolvendo tensão-deformação, sob 
taxas constantes de deformação, são difíceis de serem realizados, sobretudo devido 
às configurações da instalação experimental, a qual requer sistemas e equipamentos 
especiais (SAPRUNOV, GERGESOVA e EMRI, 2014). Apesar disso, grande 
quantidade de dados experimentais envolvendo tensão-deformação tem sido 
disponibilizada pelos fabricantes. Uma das fontes mais importantes é a base de dados 
CAMPUS® (Computer Aided Material Pre-Selection by Uniform Standards), fornecida 
pelos principais fabricantes de materiais poliméricos. Esta é uma base de dados que 
oferece comparações confiáveis de dados de diferentes materiais medidos de acordo 
com a norma padrão internacional e que está disponível livremente (CAMPUS, 2018). 
2.2 CARACTERIZAÇÃO NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
Como posto anteriormente, outra forma de caracterização dos MVEs é no 
domínio da frequência, considerando a influência da temperatura. Em meio aos vários 
métodos de identificação, podem-se citar as técnicas baseadas em oscilações livres 
ou forçadas e aquelas envolvendo métodos de propagação de ondas (FIGURA 1). 
Dentre elas, frisa-se que as técnicas que envolvem vibrações forçadas, embora mais 
complicadas, podem render alta reprodutibilidade, conduzindo ao progresso do 
conhecimento científico (WARD e SWEENEY, 2004). Isto posto, este trabalho estuda 
a caracterização de MVEs envolvendo vibrações forçadas que podem ser realizadas, 




2.2.1 Caracterização utilizando técnicas DMA 
A técnica DMA tem se tornado comum em ambientes laboratoriais, como 
ferramenta de pesquisa para caracterizar MVEs no domínio da frequência. Ao longo 
dos últimos anos, inúmeros trabalhos fazem uso dessa técnica: He (2005), Chailleux 
et al.(2006), Barruetabeña et al. (2011), Guedes (2011), Rouleau et al. (2015), 
Gergesova, Saprunov e Emri (2016). 
He (2005) realiza ensaios experimentais isotérmicos, obtendo várias curvas 
para os módulos de armazenamento e de perda em um curto intervalo de frequência. 
Nesse caso, identificam-se, manualmente, os fatores de deslocamento do modelo 
WLF, através da aplicação do PSTT. Assim, as curvas são construídas para os 
módulos dinâmicos e de perda numa determinada temperatura de referência, com 
intervalo de frequência bem mais amplo. 
Barruetabeña et al. (2011) e Guedes (2011) constroem várias curvas 
isotérmicas experimentais dos módulos de armazenamento e de perda no domínio da 
frequência. Partindo do PSTT, os fatores de deslocamento são determinados e, com 
isso, identificam-se os modelos WLF e de Arrhenius. Na sequência, curvas para o 
módulo de armazenamento e para o fator de perda, na temperatura de referência, são 
construídas. Partindo dessas curvas, caracterizam-se modelos constitutivos tais como 
de Wiechert, Maxwell fracionário e derivada fracionária de quatro parâmetros. 
Assim como para ensaios no domínio do tempo, a determinação manual do 
fator de deslocamento, no domínio da frequência, pode gerar ambiguidades. Nesse 
sentido, um método que não apresenta tal ambiguidade, é exposto nos trabalhos de 
Chailleux et al. (2006) e Rouleau et al. (2015), os quais constroem várias curvas 
experimentas isotérmicas no domínio da frequência. Para determinar as constantes 
do fator deslocamento, são utilizadas as relações de casualidade de Kramers-Kronig 
e, dessa forma, constrói-se a curva mestre. Por fim, tal curva é ajustada via dois 
modelos viscoelásticos, sendo eles: os modelos de Wiechert e o modelo de derivada 
fracionária de quatro parâmetros. Outro método de caracterização, sem ambiguidade, 
é apresentado no trabalho de Gergesova, Saprunov e Emri (2016) que utiliza o 
algoritmo CFS (GERGESOVA, 2010). 
Nessa mesma linha, Balbino (2016) partindo de dados experimentais para o 
módulo complexo de Young em várias temperaturas, identifica de forma integrada os 
parâmetros viscoelásticos do módulo complexo de Young empregando o modelo de 
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derivada fracionária de quatro parâmetros, em associação com os modelos 
(equações) WLF e de Arrhenius. 
2.2.2 Identificação utilizando ensaios de transmissibilidade 
Partindo de experimentos de transmissibilidade, Lopes et al. (2004) identifica 
um modelo para o módulo complexo de cisalhamento baseado em cálculo fracionário 
e considerando a influência da temperatura. Para tanto, dados experimentais, em 
várias temperaturas de ensaio, são utilizados. A metodologia se baseia no conceito 
de problemas inversos e em uma técnica híbrida de otimização, através de um ajuste 
global de todas as curvas, simultaneamente. Nessa mesma linha, Medeiros (2010) 
amplia tal método e caracteriza o material utilizando, além do modelo de derivadas 
fracionária, o modelo proposto por Golla, Hughes e McTavish (GOLLA e HUGHES, 
1985; MCTAVISH, 1988; MCTAVISH e HUGHES, 1993). 
Ascensão (2012) implementa um método inverso de identificação de 
propriedades mecânicas de MVEs, baseado num modelo de elementos finitos e nas 
Funções Resposta em Frequência do tipo transmissibilidade. A identificação das 
propriedades mecânicas do MVE verte-se na obtenção dos quatro parâmetros do 
modelo constitutivo de derivada fracionária, por meio de ajuste de funções de 
transmissibilidade medidas experimentalmente e geradas pelo modelo de elementos 
finitos. 
Souza (2015) caracteriza os efeitos dissipativos de MVEs, aplicados numa 
estrutura do tipo viga, no contexto de controle passivo de vibrações. Tal 
caracterização é realizada de acordo com o estabelecido pela norma ASTM-E756. 
Recentemente, Olienick (2018) realiza ensaios de transmissibilidade e obtém 
dados experimentais envolvendo MVE no domínio da frequência e considerando 
influências da temperatura e efeitos da pré-carga. Com isso, o trabalho identifica de 
forma integrada os parâmetros viscoelásticos para o módulo complexo de Young 
considerando o modelo de Zener fracionário de quatro parâmetros em conjunto com 
efeitos da temperatura e da pré-carga. 
2.3 MÉTODOS DE INTERCONVERSÃO 
A interconversão entre os diferentes módulos dos MVEs, é uma importante 
ferramenta no estudo da viscoelasticidade. Conforme Christensen (1982), todas as 
34 
 
funções lineares viscoelásticas são matematicamente equivalentes, seja para 
carregamento uniaxial ou cisalhamento. No entanto, apesar de existirem expressões 
envolvendo integrais que relacionam as funções viscoelásticas, obter as soluções de 
forma exata não é trivial. Por esta razão, vários métodos alternativos de 
interconversão têm sido desenvolvidos. Alguns destes referem-se às interconversões 
da fluência para relaxação e outros são referentes à interconversão entre os domínios 
do tempo e da frequência. 
2.3.1 Interconversão relaxação-fluência 
 Conforme Boltzman1 (1876 apud HOPKINS; HAMMING, 1957), os módulos 
de relaxação e de fluência estão relacionados por integral de convolução. Visto isso, 
Hopkins e Hamming (1957) divide o intervalo relevante da integral em um número 
finito de subintervalos. A integral é resolvida aplicando a regra do trapézio a fim de 
obter o resultado da integração em cada subdomínio. Com isso, a partir da função 
fonte2, calcula-se a função alvo3. Knoff e Hopkins (1972) melhora o método assumindo 
que tanto a função alvo, quanto a função fonte, é linear por partes no domínio da 
integração numérica. Mais adiante, Baumgaertel e Winter (1989) demonstra a 
conversão analítica do módulo de relaxação, para o módulo de fluência, usando 
transformadas de Laplace e o modelo de Wiechert. 
 Para os trabalhos acima, as soluções exatas são colocadas na forma de 
integrais num intervalo infinito. Isso torna complexa a avaliação, tanto de uma maneira 
analítica como numérica. Na prática, os dados experimentais estão disponíveis 
apenas para intervalos de tempo limitados. Além disso, um método pode funcionar de 
maneira adequada para a realização da interconversão para a fluência, mas não 
necessariamente para a interconversão reversa (PARK e SCHAPERY, 1999). 
Uma metodologia que não apresenta essas desvantagens é discutida por 
Mead (1994) e Park e Schapery (1999). Os trabalhos apresentam um método 
numérico de interconversão entre os módulos de fluência e de relaxação, escritos em 
termos da Série de Prony, considerando que uma dessas funções seja conhecida. Os 
                                            
1 BOLTZMANN, L.. Zuer theorie der elastischen nachvwirkungen. Annalen der Physik und Chemie, 
vol. 7, p. 430 - 432, 1876. 
2O termo função fonte denota a função conhecida. Esta pode ser de fluência ou relaxação e, a partir 
dela, é possível obter a função alvo. 
3 Função alvo denota a função que se deseja obter. Esta pode ser de fluência ou relaxação. 
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trabalhos mostram que a função alvo pode ser determinada de maneira direta e 
efetiva, sem a necessidade de encontrar raízes no domínio de Laplace. 
Outra metodologia de interconversão é tratada por Honerkamp e Weese 
(1990). O trabalho discute que dados experimentais com ruídos podem causar 
grandes erros em interconversão numéricas, resultando matematicamente em 
problemas mal condicionados. Por exemplo, quando a função de relaxação é 
determinada através de dados experimentais e a interconversão é utilizada para obter 
o módulo de fluência, pequenos erros, na primeira função, podem causar grandes 
erros à função do módulo de fluência. Tais problemas podem ser resolvidos através 
de métodos de regularização, onde critérios adicionais são incluídos no problema. 
Mead (1994) e Ramkumar et al. (1997) aplicam métodos de regularização (tais como 
regressão linear, programação quadrática e de Tikhonov) nas interconversões e 
concluem que tais métodos são efetivos para diminuir o erro quando o espectro de 
relaxação for estimado a partir de dados com ruídos ou dados incompletos. Sorvari e 
Malinen (2007) aplicam o método de regularização de Tikhonov, num procedimento 
numérico, para avaliar o módulo de fluência, a partir de dados experimentais de 
relaxação com ruídos. Os resultados da interconversão são comparados com dados 
que não utilizaram tal método. Mais adiante, Zhu, Sun e Xu (2011) propõe método 
para determinar o módulo de relaxação a partir de ensaios de fluência baseado na 
equação de Volterra do segundo tipo e na regularização de Tikonov. A idéia do método 
é transformar a convolução numa equação de Volterra do segundo tipo a fim de reduzir 
a sensibilidade da interconversão. 
Nota-se que a utilização do método de regularização de Tikhonov é uma 
técnica interessante, pois possibilita obter a função alvo diretamente. Neste caso, 
supondo a disponibilidade apenas de ensaios experimentais da função fonte, 
encontram-se dados "experimentais" da função alvo por meio do processo de 
regularização. Deste modo, não há necessidade da caracterização de modelo 
específico para interconversão e, com isso, o pesquisador pode identificar o modelo 
que melhor lhe convenha. 
Cyr, Crochon e Lévesque (2013) apresenta um método analítico exato de 
interconversão para funções viscoelásticas lineares expressas como Séries de Prony. 
O algoritmo é baseado em equações termodinâmicas de processos irreversíveis. 
Como resultados, o método de interconversão pode ser aplicado a materiais sob 
ensaios unidimensionais e tridimensionais. 
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Recentemente, Loy (2015) apresenta um método de interconversão analítico, 
onde os coeficientes da função alvo (cisalhamento em fluência) são obtidos em termos 
da derivada da função fonte (relaxação de cisalhamento), no domínio de Laplace. O 
método foi validado via comparação de resultados com a metodologia proposta por 
Park e Schapery (1999). 
Dentre os trabalhos apresentados nesta subseção, dois métodos se 
destacam. Inicialmente, o de Sorvari e Malinen (2007). Neste, partindo de dados 
experimentais de relaxação no domínio do tempo, utiliza-se o método numérico de 
regularização de Tikhonov e obtêm-se pontos experimentais "artificiais" para o módulo 
de fluência. A outra metodologia é o método analítico de Park-Schapery e de Loy et 
al. (2015) que apresenta um procedimento simples e direto que envolve 
interconversões (fluência-relaxação) utilizando os coeficientes das séries de Prony. 
2.3.2 Interconversão tempo-frequência 
Conforme já mencionado, as funções viscoelásticas no domínio do tempo 
possuem formas equivalentes no domínio da frequência. Essa propriedade é muito 
útil na prática, pois, nem sempre, é possível a realização de ensaios nos dois 
domínios. Nesse sentido, ao longo das últimas décadas, alguns autores têm dedicado 
esforços para encontrar relações simples e precisas de interconversão tempo-
frequência. Como pioneiros, podem-se citar Ninomiya e Ferry (1959) e Schwarzl e 
Struik (1968). Esses trabalhos desenvolvem algoritmos de aproximações para os 
módulos de relaxação e de fluência, tendo por base dados experimentais dos 
correspondentes módulos complexos, no domínio da frequência. 
Mead (1994) e Park e Schapery (1999) apresentam um método de 
interconversão da função módulo de relaxação, escrita em termos da série de Prony, 
do domínio do tempo para o domínio da frequência. A diferença é que Mead (1994) 
realiza a interconversão baseando-se em transformadas de Fourier. Por outro lado, 
Park e Schapery (1999) realiza a mesma interconversão através das transformadas 
de Laplace. Assim, é possível obter um modelo para o módulo complexo cuja parte 
real representa o módulo de armazenamento e a parte imaginária, o módulo de perda. 
Fernandez, Rodrigues e Lamela (2011), utilizando DMA, realiza experimentos 
no domínio do tempo e da frequência. No tempo, são obtidos dados para as funções 
dos módulos de relaxação e de fluência. No domínio da frequência, são obtidos dados 
para o módulo complexo, de armazenamento e de perda. Dessa forma, utilizando a 
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interconversão apresentada por Mead (1994) e Park e Schapery (1999), o trabalho 
compara dados experimentais com os modelos obtidos por interconversão e obtém 
resultados promissores. 
Mais adiante, Barruetabeña et al. (2013) apresenta um método de 
interconversão baseado nas transformadas de Fourier. Como resultado, o 
procedimento proposto permite a obtenção do módulo complexo por meio de testes 
de relaxação, bem como, permite a obtenção do módulo de relaxação a partir de 
ensaios envolvendo o módulo complexo. Categoricamente, o autor afirma que este 
método pode ser útil quando não é possível o ajuste do Modelo de Wiechert aos dados 
experimentais tanto para o domínio do tempo como para o da frequência. 
Recentemente, Barrientos et al. (2018) obtém dados experimentais para o 
módulo de relaxação de Young e, utilizando o modelo generalizado de Maxwell, 
identifica o MVE empregando técnica de otimização. Na sequência, por 
interconversão obtém o módulo complexo de Young e o compara com dados 
experimentais obtidos no domínio da frequência. Os autores afirmam que os 
resultados possuem grande potencial de implementação em ambientes 
computacionais de elementos finitos. 
2.4 IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO TEMPO 
OU DA FREQUÊNCIA 
Esta seção apresenta a revisão bibliográfica referente às identificações do 
coeficiente de Poisson nos domínios do tempo e da frequência. Em ambos os casos, 
a identificação pode ser feita de maneira direta ou indireta. De modo direto, o 
coeficiente de Poisson pode ser obtido a partir de medições das deformações 
diretamente na estrutura. Por outro lado, de modo indireto, o coeficiente de Poisson é 
obtido por meio de funções viscoelásticas, tais como de tração e de cisalhamento 
(TSCHOEGL; KNAUSS; EMRI, 2002). 
2.4.1 Identificação do coeficiente de Poisson no domínio do tempo empregando o 
método direto 
No intuito de identificar de modo direto o coeficiente de Poisson, definido no 
domínio do tempo, alguns trabalhos vêm sendo publicados ao longo dos últimos anos. 
Entre os quais, citam-se Ernst et al. (2003), Lakes e Wineman (2006), O'Brien, Sottos 
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e White (2007), Kassem, Grasley e Masad (2013), Yin, Duan e Zhou (2013), Aili et al. 
(2015) e Cui, Tang e Shen (2016). 
Ernst et al. (2003) obtém o coeficiente de Poisson utilizando extensometria 
elétrica. Nesse caso, o trabalho realiza vários ensaios isotérmicos de fluência. Em 
seguida, identifica o fator de deslocamento utilizando um modelo polinomial, haja vista 
que o modelo WLF não se mostra apropriado para descrever a curva mestre de 
Poisson, pois o PSTT falha na construção da curva mestre do coeficiente de Poisson 
(as curvas não se sobrepõem de modo perfeito). Nesse ponto, o trabalho não é claro 
se a inconsistência é devido a não-acurácia dos resultados ou se o material não é 
termorreologicamente simples. 
Note-se que a identificação do coeficiente de Poisson pode ser realizada 
também por meio de ensaios de relaxação. Nesse sentido, Lakes e Wineman (2006) 
estuda se existem diferenças entre os coeficientes de Poisson obtidos por meio de 
testes de relaxação ou de fluência. O trabalho infere que as diferenças são pequenas 
e, praticamente, não há grandes distinção. Nessa mesmo esforço, O'Brien, Sottos e 
White (2007) avalia o coeficiente de Poisson, neste caso, considerando a influência 
da temperatura. O trabalho mostra que a influência da temperatura é a mesma para 
os ensaios de fluência e relaxação. Portanto, considerando o PSTT, o fator de 
deslocamento pode ser o mesmo para os módulos de fluência e de relaxação. 
Outro estudo importante é realizado por Kassem, Grasley e Masad (2013). O 
trabalho avalia se existem significativas diferenças, para o coeficiente de Poisson de 
MVEs, entre ensaios de tração e compressão. No trabalho, são descritos ensaios de 
relaxação em tração e relaxação em compressão. Nota-se que, nos testes de 
relaxação em tração, o coeficiente de Poisson aumenta com o tempo. Por outro lado, 
no caso do teste de relaxação em compressão, o coeficiente de Poisson, tem um leve 
crescimento durantes os instantes iniciais e, logo após, permanece praticamente 
constante. 
Yin, Duan e Zhou (2013) modela o coeficiente de Poisson, no domínio do 
tempo, para ensaios envolvendo taxas de deformação contante. Para tanto, o autor 
emprega modelos fracionários de Maxwell, Kelvin-Voigt e Zener. Partindo de 
propriedades de MVEs obtidas em trabalhos publicados anteriormente por outros 
autores, geram-se pontos experimentais artificiais e, na sequência, os parâmetros 
característicos dos modelos propostos para o coeficiente de Poisson são identificados. 
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Aili et al. (2015) estuda a diferença entre os coeficientes de Poisson em 
relaxação e em fluência. O trabalho infere que os valores iniciais, quando o tempo 
tende a zero, e os valores de equilíbrio, quando o tempo tende ao infinito, são iguais. 
Por outro lado, entre o tempo tendendo a zero e o tempo tedendo ao inifinito, isto é, 
na região de transição ao longo do tempo, os dois módulos de Poisson possuem uma 
pequena diferença que segundo Aili et al. (2015) pode ser desconsiderada. 
Recentemente, Cui, Tang e Shen (2016) investiga os efeitos do tempo, da 
temperatura, da percentagem de deformação longitudinal e da pré-carga no 
coeficiente de Poisson. Para o domínio do tempo, percebe-se que o coeficiente de 
Poisson é uma função monotônica crescente. Além disso, o coeficiente de Poisson 
aumenta com a temperatura e com a taxa de deformação longitudinal e decresce com 
a pré-carga. 
2.4.2 Identificação do coeficiente de Poisson no domínio do tempo empregando o 
método indireto 
A identificação indireta do coeficiente de Poisson, no domínio do tempo, é 
realizada por meio de funções viscoelásticas auxiliares (módulos de relaxação em 
tração e/ou cisalhamento). Vários trabalhos têm sido publicados nesse intuito, entre 
os mais relevates pode-se citar Theocaris (1964), Tsou, Greener e Smith (1995), 
Ashrafi et al. (2008), Grassia e D'Amore (2008) e Chen et al. (2012). 
Theocaris (1964) apresenta uma metodologia, na qual o coeficiente de 
Poisson no domínio do tempo é obtido a partir dos módulos de relaxação em tração, 
 E t , e de fluência em cisalhamento,  J t . Nesse caso, o trabalho obtém o coeficiente 
de Poisson utilizando a relação 
     
 
 
   
       





t E J t 2 J d ,
2 d
 (2) 
sendo 0E  o módulo instantâneo quando o tempo tende a zero, t 0 , e   uma 
variável auxiliar de integração no tempo. Para tanto, o autor avalia a integral de 
convolução através de um método numérico aproximado. Mais adiante, Tsou, Greener 
e Smith (1995) obtém o coeficiente de Poisson de maneira numérica por meio de 
ensaios de relaxação uniaxial e de flexão. No trabalho, são investigados dois 
materiais: policarbonato e acetato de celulose. O primeiro material possui um valor 
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constante para o coeficiente de Poisson. Para o segundo material, é obtida uma 
função parabólica com um ponto de máximo. Os autores, Tsou et al. (1995), afirmam 
que tais resultados precisam de mais investigações. Ademais, os experimentos foram 
realizados sem a influência da temperatura. 
Ashrafi et al. (2008) apresenta uma metodologia para obter o coeficiente de 
Poisson considerando ensaios de relaxação e de fluência em tração. Para tal, o 
trabalho apresenta um modelo para o coeficiente de Poisson que depende do módulo 
volumétrico e da relaxação ou da fluência, ao longo do tempo. Nesse caso, para 
eliminar a integral de convolução e diminuir o tempo de processamento, o trabalho 
considera o módulo volumétrico constante e, com isso, identifica uma função 
viscoelástica para o coeficiente de Poisson, utilizando séries de Prony. O trabalho 
conclui que praticamente não há grandes distinções entre o coeficiente de Poisson 
obtido indiretamente por meio de testes de relaxação ou de fluência. 
Grassia e D'Amore (2008) analisa analiticamente o coeficiente de Poisson no 
domínio do tempo. Para tanto, utilizando série de Prony com 1 termo é determinada 
uma função para o coeficiente de Poisson de forma indireta utilizando os módulos de 
relaxação em tração e volumétrico. Como resultado, infere-se que tal coeficiente pode 
ser monotônico crescente ou não monotônico, com um ponto de mínimo, o que 
contraria conceitos teóricos (TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; TSCHOEGL; KNAUSS; 
EMRI, 2002). Ademais, o trabalho não estende sua avaliação para um número maior 
de termos de Prony, o que, segundo Park and Schapery (1999), poderia resultar numa 
identificação mais precisa e acurada das funções viscoelásticas. 
Chen et al. (2012) apresenta um método, no domínio do tempo, no qual 
inicialmente identificam-se os módulos de relaxação em cisalhamento e em tração, 
escritos em termos da série de Prony. Na sequência, o trabalho apresenta relações 
entre as propriedades dos módulos de relaxação, fluência e Poisson. Isso possibilita 
a obtenção dos parâmetros relativos aos módulos de fluência e do coeficiente de 
Poisson. Para a obtenção dos termos relativos ao coeficiente de Poisson, considera-
se que o módulo volumétrico é constante. 
Por esta sucinta revisão bibliográfica, nota-se que algumas metodologias 
demonstram dificuldades para identificar indiretamente a função viscoelástica do 
coeficiente de Poisson, definida no domínio do tempo. Nos trabalhos citados, a 
obtenção do coeficiente de Poisson é realizada de forma numérica, o que pode tornar 
o processo muito oneroso computacionalmente e pouco preciso. Ademais, para 
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eliminar essa dificuldade, algumas das metodologias citadas sugerem que o módulo 
volumétrico seja constante, o qual, segundo Tschoegl (1989), Pritz (1998) e Emri e 
Prodan (2006), na prática, se mostra variável. 
2.4.3 Identificação do coeficiente de Poisson no domínio da frequência: Método 
direto 
A obtenção da função coeficiente de Poisson, no domínio da frequência, 
empregando métodos diretos, ocorre através da medição direta na estrutura das 
deformações transversais e longitudinais. Nesse intuito, alguns estudos têm sido 
apresentados nos últimos anos, entre os quais citam-se Pritz (1998), Pritz (2000) e 
Graziani, Bocci e Canestrari (2014). 
Pritz (1998) estuda o coeficiente de Poisson no domínio da frequência 
diretamente. O trabalho mostra que a parcela real do módulo complexo de Poisson 
decresce e que o fator de perda possui comportamento parabólico com pelo menos 
um ponto de máximo. 
Posteriormente, Pritz (2000) investiga o coeficiente de Poisson no domínio da 
frequência. O trabalho aponta que o método direto baseado na medição das 
amplitudes das deformações lateral e axial e o ângulo de fase entre eles permite 
determinar o coeficiente de Poisson dinâmico com bastante precisão, mas apenas em 
uma faixa de frequência restrita. Em contraste, a determinação do fator de perda de 
Poisson por este método requer tão alta precisão de medir o ângulo de fase, o que é 
difícil, se não impossível, obter em alguns intervalos de frequência. 
Graziani, Bocci e Canestrari (2014), avalia a influência da frequência, da 
temperatura e do nível de deformação no coeficiente de Poisson, empregando o 
método direto de identificação. Os resultados evidenciam que a função viscoelástica 
de Poisson é complexa em função da frequência e da temperatura, em que o valor 
absoluto do coeficiente complexo de Poisson decresce ao longo da frequência e é 
crescente para temperaturas crescentes. 
2.4.4 Identificação do coeficiente de Poisson no domínio da frequência: Método 
indireto 
A identificação do coeficiente complexo de Poisson, no domínio da frequência, 
pelo método indireto, ocorre através da construção e avaliação de funções 
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viscoelásticas auxiliares, como os módulos complexos de Young, volumétrico ou de 
cisalhamento. Esta metodologia se mostra pouco explorado pelos pesquisadores ao 
longo das últimas décadas (Philippoff e Brodnyan 1955; Koppelman 1959; Thomson 
1966; Waterman 1977; Pritz 1998; Pritz 2000; Pritz 2007; Chen et al. 2017). 
Um dos trabalhos pioneiros neste tema é Philippoff e Brodnyan (1955), o qual 
obtém o coeficiente de Poisson, inicialmente, através dos módulos complexos de 
Young e de cisalhamento e, na sequência, por meio dos módulos complexos de Young 
e volumétrico. Como resultados, são obtidas diferentes funções para o coeficiente de 
Poisson. 
Koppelman (1959) realiza experimentos no domínio da frequência, variando 
na faixa de 510  e 110  Hz, e considerando a influência da temperatura, a qual varia 
entre 20°C e 100°C, para os módulos complexos de Young e de cisalhamento. Essa 
faixa de temperatura envolve a região vítrea do material (polimetil metacrilato). Nos 
experimentos, o coeficiente de Poisson flutua em torno do valor médio 0,31. No 
entanto, nenhuma análise é realizada na região borrachosa, o que dificulta a 
adequada identificação do coeficiente de Poisson. 
Posteriormente, Thomson (1966) utiliza dados experimentais da literatura 
para os módulos complexos de Young e de cisalhamento e calcula ponto a ponto o 
coeficiente complexo de Poisson, cuja parcela real é uma função não monotônica no 
domínio da frequência. No entanto, Waterman (1977) and Pritz (1998) mostram 
matematicamente e com evidências experimentais, que a parcela real do coeficiente 
complexo de Poisson é decrescente monotonicamente, o fator de perda possui pelo 
menos um ponto de máximo e a parcela imaginária tem fortes indícios de ser negativa, 
considerando materiais poliméricos. 
Pritz (2000) sugere que o método mais efetivo de determinar o módulo 
complexo do coeficiente de Poisson, utilizando o método indireto e em amplo intervalo 
de frequência, é a partir da medição dos módulos complexos de cisalhamento e 
volumétrico. Pritz (2007) realiza um estudo teórico e experimental do fator de perda 
do coeficiente de Poisson para MVEs lineares. Como resultado, o autor mostra que a 
magnitude desse fator é aproximadamente proporcional à diferença entre o módulo 
de cisalhamento e o volumétrico. Além disso, mostra-se que o fator de perda do 
Poisson é inferior ao fator de perda do módulo de cisalhamento. 
Recentemente, Chen et al. (2017) obtém dados experimentais para os 
módulos dinâmicos em tração e em cisalhamento e, através do modelo viscoelástico 
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fracionário de Prony, obtém as funções para o coeficiente de Poisson e módulo 
complexo volumétrico. Uma importante premissa nesse trabalho é o fato de considerar 
o módulo volumétrico como constante no domínio do tempo. 
Por esta sucinta revisão bibliográfica, nota-se que algumas metodologias 
demonstram dificuldades para identificar indiretamente a função viscoelástica do 
coeficiente complexo de Poisson. Alguns trabalhos sugerem que o mesmo seja obtido 
através dos módulos de cisalhamento e volumétrico. No entanto, a obtenção do 
módulo complexo volumétrico requer custos elevados e aparatos complexos 
(FILLERS; TSCHOEGL, 1977; TSCHOEGL; KNAUSS; EMRI, 2002; EMRI; PRODAN, 
2006). Outras metodologias sugerem que o módulo volumétrico seja tomando como 
constante, o que, segundo Tschoegl (1989), Pritz (1998) e Emri e Prodan (2006), na 
prática, se mostra variável. 
2.5 PRINCIPAIS CONTRIBUIÇÕES 
A partir de experimentos envolvendo MVEs, nos domínios do tempo e da 
frequência e em diversas temperaturas, entre as principais contribuições do corrente 
trabalho para o estado da arte podem-se citar: 
 Proposta de uma metodologia integrada de identificação de funções 
viscoelásticas no domínio da frequência: Módulos complexos de Young, de 
cisalhamento, volumétrico e coeficiente complexo de Poisson; 
 Proposta de uma metodologia integrada de identificação das funções 
viscoelásticas definidas no domínio do tempo: módulo de relaxação de Young, 
módulo de relaxação de cisalhamento e coeficiente de Poisson; 
 Proposta de um modelo constitutivo para o coeficiente de Poisson definido no 
domínio do tempo; 
 Proposta de uma metodologia de interconversão baseada na simples 
substituição de parâmetros viscoelásticos identificados nas funções 
viscoelásticas requeridas (seja interconversão tempo-frequência bem como 
relaxação-fluência), utilizando o modelo de Zener fracionário; 
 Proposta de um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson, definido 
no domínio da frequência; 
 Proposta de nomogramas, no domínio do tempo, para os módulos de 
relaxação de Young, de cisalhamento e para o coeficiente de Poisson. 
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Deve ser realçado que, em todas as situações aqui descritas, os MVEs são 
assumidos como homogêneos, lineares e termorreologicamente simples. Ademais, 
para os domínios do tempo e da frequência, as funções viscoelásticas identificadas 
podem ser preditas em intervalos estendidos de tempo e/ou frequência, empregando 
o princípio da superposição tempo-temperatura. 
Nesse contexto, para a adequada implementação das contribuições 
supracitadas, faz-se necessário o entendimento completo de conceitos teóricos bem 








3 REVISÃO CONCEITUAL 
Este capítulo inicia com uma breve revisão da literatura sobre polímeros, 
desde os conceitos básicos, as classificações mais relevantes e a influência da 
temperatura no seu comportamento mecânico viscoelástico, considerando os 
domínios do tempo e da frequência. Para descrever o comportamento mecânico 
viscoelástico, são discutidas algumas funções viscoelásticas definidas nos domínios 
do tempo, da frequência e no domínio de Laplace. O capítulo é finalizado 
apresentando uma breve revisão sobre a metodologia para identificação híbrida de 
otimização, a qual é útil para a identificação dos parâmetros das funções 
viscoelásticas. 
3.1 CONCEITO DE POLÍMERO 
Conforme Canevarollo (2007), a palavra polímero origina-se do grego poli 
(muitos) e mero (unidade de repetição). Assim, o polímero é uma macromolécula 
composta por muitas unidades de repetição, denominadas meros, unidas por ligações 
primárias fortes, ditas intramoleculares, normalmente do tipo covalente. De acordo 
com Bovey (1979) e Canevarollo (2007), existem diferentes formas de classificar os 
polímeros. Entre elas, pode-se citar as classificações de acordo a composição da 
cadeia (copolímeros), estrutura molecular, forma como as cadeias se organizam numa 
macro escala, entres outras classificações. 
3.1.1 Copolímeros 
Segundo Canevarolo (2007) e Brinson e Brinson (2008), os copolímeros são 
polímeros que apresentam mais de um tipo de mero na cadeia polimérica.  Em função 
do modo de distribuição dos diferentes meros dentro da cadeia polimérica, os 
copolímeros podem ser classificados conforme posto na TABELA 1. Neste caso, 
assume-se A e B como duas representações simplificadas de cada mero. 
3.1.2 Configuração molecular 
Segundo Bovey (1979), Ebewele (2000), George (2004) e Brinson e Brinson 
(2008), as cadeias poliméricas podem ser classificadas como: 
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 Lineares: as cadeias poliméricas são constituídas apenas de uma cadeia principal 
(FIGURA 2a). Neste caso, entre as cadeias podem haver muitas ligações de Van der 
Waals e de hidrogênio. Alguns polímeros comuns que se formam com estruturas 
lineares são o polietileno, o PVC, o nylon e os fluorcarbonetos. 
 Ramificadas: possuem pequenos ramos ligados à cadeia principal do polímero 
(FIGURA 2b). As ramificações são consideradas como parte da molécula da cadeia 
principal. Estas podem resultar de reações paralelas que ocorrem durante a síntese 
do polímero. Quanto mais ramificações, menor é a massa especifica (densidade) do 
polímero. Um exemplo é o Polietileno de Alta Densidade (PEAD), o qual é 
primariamente um polímero linear. Por outro lado, o Polietileno de Baixa Densidade 
(PEBD) possui cadeias carbônicas ramificadas e, por isso, sua densidade é menor. 
 Com ligações cruzadas: as cadeias lineares estão unidas umas às outras em 
várias posições por meio de ligações covalentes (FIGURA 2c). O processo de 
formação de ligações cruzadas é conseguido durante a síntese do polímero ou por 
meio de uma reação química irreversível. 





Em bloco: há a formação de grandes 
sequências (blocos) de um dado mero se 
alternando com outras grandes 
sequências de outro mero 
~SSS~BBB~SSS~BBB~ 
Borracha termoplástica 
tribloco de estireno e 
butadieno (SBS) ou 
isopreno (SIS). 
Aleatório: não há uma sequência definida 
de disposição dos diferentes meros. 
~A-B-B-A-B-A-A-A-B-B-A~ 
Borracha sintética de 
estireno e butadieno 
Enxertado: neste caso, sobre a cadeia do 
homopolímero (poliA) liga-se 
covalentemente outra cadeia polimérica 
(poliB). 
~A-A-A-A~ 
   | 
   B 
   \ 
                        B-B-B-B-B~ 
Acrilonitrila-Butadieno-
Estireno (ABS) 
FONTE: Canevarolo (2007). 
 
 
FIGURA 2 - EXEMPLO DAS ESTRUTURAS DE POLÍMEROS LINEARES, RAMIFICADOS E 
ENTRECRUZADOS. 
 





Nos polímeros lineares e nos ramificados, as moléculas podem deslizar umas 
sobre as outras quando a energia térmica fornecida ultrapassa a energia das forças 
intermoleculares. Em contrapartida, nos polímeros com ligações cruzadas, as cadeias 
estão unidas covalentemente, formando uma rede no espaço tridimensional, de modo 
que a sua separação por meio de fornecimento de calor, implica em degradação do 
material polimérico (GEORGE, 2004; BOWER, 2002).  
Os estudos sobre as estruturas moleculares (lineares, ramificadas e com 
ligações cruzadas) dos polímeros dão base para o entendimento da classificação dos 
polímeros quanto a sua estrutura física. Conforme Brinson e Brinson (2008), os 
polímeros geralmente são classificados em dois grandes grupos, sendo eles, os 
termoplásticos e os termofixos (FIGURA 3). 
3.1.3 Classificação dos polímeros termoplásticos e termofixos 
Os polímeros termoplásticos são aqueles designados como lineares e 
ramificados (FIGURA 3a; FIGURA 3b). Neste caso, como as moléculas podem 
deslizar umas sobre as outras, esses polímeros podem ser amolecidos ou 
endurecidos, repetidas vezes, quando fornecido ou retirado calor, respectivamente, 
sem perder suas propriedades (CALLISTER, 2001; GEORGE, 2004; BRINSON E 
BRINSON, 2008). Como exemplo de polímero termoplástico citam-se PEBD e o 
PEAD. 
Os polímeros termofixos são os que contém ligações cruzadas. Estes são 
maleáveis apenas no momento de sua fabricação, não sendo possível remodelá-los 
devido ao processo de degradação. Isso acontece porque suas macromoléculas 
formam ligações entrecruzadas em todas as direções do espaço, formando uma rede 
tridimensional chamada de reticulado. O rompimento destes reticulados resulta na 
degradação do material (BRINSON e BRINSON, 2008). Além disso, a densidade de 
ligações cruzadas também exerce grande influência sobre o comportamento físico do 
material. Como exemplos citam-se os elastômeros, constituídos por cadeias 
enoveladas, interligadas em pontos distantes (FIGURA 3c). No estado sólido, quando 
submetidas a esforço de estiramento, as moléculas dos elastômeros se “desenrolam”, 
permitindo elevados níveis de extensão. Quando a tensão é retirada, o polímero volta 
ao estado inicial, sem deformação residual. Este comportamento, característico do 
estado borrachoso, só é possível porque os pontos de entrecruzamento não permitem 
o deslizamento irreversível de uma cadeia em relação à outra. Por outro lado, se as 
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ligações cruzadas estiverem muito próximas, o material se torna rígido, sem 
elasticidade, devido às cadeias estarem muito presas, sem possibilidade de 
movimentação (FIGURA 3d). Como exemplo, menciona-se a resina fenol-formaldeído, 
mais conhecida como baquelita. Entre outras finalidades, a baquelita é empregada na 
fabricação de cabos de panelas, já que não derrete sob ação do calor (AKCELRUD, 
2007). 
FIGURA 3 - ESTRUTURAS MOLECULARES NOS POLÍMEROS TERMOPLÁSTICOS E 
TERMOFIXOS. 
 
FONTE: Adaptado de Brinson e Brinson (2008). 
Com base na gama de escalas de tempo e temperatura que descrevem os 
vários rearranjos configuracionais das cadeias, infere-se que os polímeros possuem 
comportamento entre o elástico e o viscoso, ou seja, viscoelástico. Isso dependerá da 
temperatura em que o polímero se encontra. Esse é o tema central da próxima seção. 
3.1.4 Efeito da temperatura em polímeros 
A temperatura influencia consideravelmente o comportamento mecânico de 
polímeros viscoelásticos tendo em vista que, quando em temperaturas baixas, esses 
podem ser duros e rígidos como vidros sólidos e, quando em temperaturas mais 
elevadas, podem se apresentar flexíveis como borracha ou um líquido viscoso. 
Conforme Chanda e Roy (2006), o polímero se comporta de forma vítrea 
quando está abaixo de uma temperatura denominada temperatura de transição vítrea, 
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denotada gT . Nela, os movimentos das cadeias carbônicas do material praticamente 
cessam seus movimentos dando origem a uma consistência vítrea. O comportamento 
borrachoso ocorre entre a gT  e a mT . Nesse caso, mT é definida como temperatura de 
fusão, a partir da qual o material passa do estado borrachoso para o líquido viscoso. 
Matematicamente, as características acima descritas podem ser interpretadas 
como alterações no módulo de relaxação do material, caracterizando-o como função 
da temperatura, T , do tempo, t , ou da frequência,  , ou seja, E (T, t)  ou E(T, ).
Uma ilustração desse módulo, para o domínio do tempo, é apresentada na FIGURA 4 
para um polímero termofixo, denominado epóxi modificado. Nessa figura, podem ser 
visualizadas algumas curvas de relaxação para temperaturas que variam de 70ºC a 
120ºC. Observa-se que a magnitude do módulo diminui com o tempo e que as curvas 
se deslocam para menores valores de E(T,t)  com o aumento da temperatura. Para 
predizer esta propriedade, é comum na bibliografia (PARK, 2001; O’BRIEN, MATHER 
e WHITE, 2001; POOLER, 2001; BRINSON E BRINSON, 2008; LAKES, 2004) o uso 
de uma curva mestre, que pode ser usada como referência para predizer 
comportamentos em outras temperaturas. 
Conforme Lakes (2004), a relação entre cada registro de tempo, t , ou de 
frequência,  , numa temperatura, T , pode ser deslocado para temperatura de 
referência, 0T , de acordo com 
    r T 0 r T 0t t T, T ou T, T ,        (3) 
onde rt  é o tempo reduzido e r  é a frequência reduzida (NASHIF et al., 1985; 
LAKES; CAPODAGLI, 2008). Ademais, neste caso,  T 0T, T  é uma função que 
representa o fator de deslocamento de temperatura. Esse fator pode ser determinado 
tomando a relação entre o tempo de relaxação na temperatura T , (T) , e o tempo de 
relaxação numa temperatura 0T , 0(T ) , na forma 









Esse valor fornece a medida do quanto a curva E(T, t) , ou E(T, ) , é deslocada ao 
longo do eixo t  partir da curva 0 redE(T , t ) , definida na temperatura de referência T0. 
A esse princípio é dado o nome de princípio da superposição tempo-temperatura 
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(PSTT) e, quando for aplicável para dado material, este é dito termorreologicamente 
simples. 
FIGURA 4 - ILUSTRAÇÃO DA CURVA MESTRE PARA UM EPÓXI MODIFICADO 
 
FONTE: Adaptado de Brinson e Brinson (2008). 
Conforme Sousa (2015) existem vários modelos que buscam descrever o fator 
de deslocamento. Como exemplos podem ser citados os modelos de Goldstein, de 
Bestul-Chang, de Arrhenius, de Williams-Landel-Ferry (WLF) etc.. Entre os mais 
eficientes para descrever o fator de deslocamento é o modelo WLF, o qual tem sido 
empregado em diversos trabalhos científicos ao longo dos últimos anos (ERNST et al. 
2003; PACHECO, 2013; ROULEAU et al., 2015; SOUSA, 2015, CUI; TANG; SHEN, 
2016; CINIELLO, 2017). Esse modelo é descrito como mais na seguinte seção. 
3.1.4.1 Modelo de Williams-Landel-Ferry (WLF) 
O modelo para o fator deslocamento de WLF é baseado no conceito de 
volume livre. Este é definido como aquele volume constituído pelos espaços vazios 
não preenchidos pelas moléculas de um fluido. Segundo Doolittle e Doolittle (1957), a 





V V V 1B B B 1
V V fAe Ae Ae ,
     
     
          (5) 
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onde A e B são constantes empíricas características do fluido, V  é o volume ocupado 
pelas moléculas do fluido e fV  é o volume livre. Dessa forma, o volume total do fluido 
é fV V V   e a fração de volume livre é dada por ff V / V . Uma ilustração desses 
conceitos é apresentada na FIGURA 5. 
FIGURA 5 - DIAGRAMA VOLUME VERSUS TEMPERATURA PARA MATERIAL POLIMÉRICO 
AMORFO 
 
FONTE: Adaptado de Brinson e Brinson (2008). 
A equação (5) é valida apenas para líquidos compostos de pequenas 
moléculas. Williams et al. (1955) adapta seu uso para polímeros e relaciona as 








(T ) (T )
 
 
   
 
 (6) 
onde   é a viscosidade, B  uma constante empírica do material e (T)  e 0(T )  são 
os tempo de relaxação nas temperaturas, T e T0, respectivamente. Além disso, 0f  é a 
fração de volume livre do material na temperatura de referência 0T . 
Recorrendo a essa proporcionalidade, o fator de deslocamento de 
temperatura T 0(T,T ) , definido em relação à temperatura T0 e apresentado na 
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   
 
 (9) 
A equação (9) serve de base para o desenvolvimento das funções de deslocamento 
de temperatura apoiadas no conceito de volume livre. 
Williams, Landel e Ferry (1955) modela o efeito da temperatura sobre o 
comportamento mecânico de polímeros amorfos, considerando que a fração de 
volume livre (f )  varia linearmente com a temperatura, na forma 
  0 f 0f f (T T ),    (10) 
onde f  é o coeficiente de expansividade da fração de volume decorrente da variação 

































onde  T1 0C B 2,303f  e 
T
2 0 fC f ,   em que 
T
1C  e 
T
2C  são constantes características 
de cada material. A equação (12) é denominada equação WLF, pois foi desenvolvida 
pelos pesquisadores Malcolm L. Williams, Robert F. Landel e John D. Ferry. Esta 
equação pode ser utilizada para descrever o efeito da temperatura no comportamento 
de polímeros no domínio do tempo e da frequência. 
3.2 COMPORTAMENTO VISCOELÁSTICO DE POLÍMEROS 
Esta seção discute comportamentos viscoelásticos tais como de fluência e de 
relaxação. Na sequência, para descrever esses comportamentos, apresenta-se o 
princípio da superposição de Boltzmman, o qual é um modelo constitutivo que 
descreve a relação tensão-deformação no domínio do tempo. Discute-se também o 
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comportamento físico do coeficiente de Poisson. A seção encerra com a introdução à 
viscoelasticidade fracionária. 
3.2.1 Fluência e relaxação 
Findley, Lay e Onaran (1976) e Brinson e Brinson (2008) descrevem a fluência 
como uma deformação lenta e contínua de um material ao longo do tempo, quando 
este é submetido a carregamento que provoque estado de tensão constante. 
Considere-se uma função que relaciona deformação ao longo do tempo ε(t) , com a 
tensão inicial aplicada 0 . Tal função, denominada de módulo de fluência uniaxial, 










Para um polímero termofixo, durante um ensaio de fluência, a deformação 
crescente tende para um valor constante após um longo intervalo de tempo. Por outro 
lado, para um polímero termoplástico, a deformação continua a crescer tendendo à 
fratura (FIGURA 6). 
FIGURA 6 - ENSAIO DE FLUÊNCIA. CURVA DE TENSÃO (A) E DE DEFORMAÇÃO (B) 
 
FONTE: O autor (2018). 
Por outro lado, durante ensaios de relaxação, uma deformação constante 0  
é aplicada ao material. Em teoria, o material é instantaneamente deformado para uma 
nova posição e rigidamente fixado, de modo que essa deformação permaneça 
constante durante a realização do teste (FIGURA 7). 
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FIGURA 7 - TESTE DE RELAXAÇÃO. CURVA DE DEFORMAÇÃO (A) E DE TENSÃO (B) 
 
FONTE: O autor (2017). 
De acordo com Brinson e Brinson (2008), quando um MVE é carregado nessa 
configuração, a tensão (t)  necessária para manter essa deformação constante 
diminui no decorrer do tempo, tendendo a zero para um termoplástico ideal, ou a um 
valor constante não-nulo para um termofixo (FIGURA 7). A função que relaciona a 
tensão ao longo do tempo (t),  com a deformação inicial aplicada 0 , é denominada 









As equações (13) e (14) descrevem o comportamento de MVEs envolvendo 
ensaios de carregamentos uniaxiais. Expressões análogas podem ser definidas para 
ensaios envolvendo cisalhamento puro. Assim, define-se o módulo de fluência de 









em que 0  é a tensão de cisalhamento inicial aplicada e  t  é a função deformação 
de cisalhamento no tempo. Ademais, pode-se definir o módulo de relaxação de 
cisalhamento, G(t) , como 








  (16) 




3.2.2 Princípio da superposição de Boltzmann 
O Princípio da Superposição de Boltzmann supõe que, no instante de tempo 
t 0 , a tensão, 0 , é aplicada ao corpo de prova de um MVE e, posteriormente, num 
instante 1t ,   uma tensão adicional  1 1 0     é aplicada. A deformação total 
no material num instante de tempo t , subsequente a 1 , é dada pela soma das 
deformações decorrentes das duas tensões, como se as tensões 0  e  1 0   
estivessem atuando separadamente (FIGURA 8). Segundo Boltzman4 (1876 apud 
HOPKINS, HAMMING, 1957) e Findley et al. (1976), a esse fato é dado o nome de 
Princípio da Superposição de Boltzmann e, se o MVE é linear, esse princípio pode ser 
aplicado. 
FIGURA 8 - REPRESENTAÇÃO DO COMPORTAMENTO VISCOELÁSTICO LINEAR. SOMATÓRIO 
DE DEFORMAÇÕES NA FAIXA LINEAR RESULTANTE DE APLICAÇÕES CONSECUTIVAS DE 
TENSÕES 
 
FONTE: O autor (2018). 
 
Em um formato generalizado, supõe-se que a variável de entrada (tensões) 
possa ser representada por uma série de degraus i i i 1    , com cada qual 
começando em diferentes tempos i . Assim, o histórico de tensões pode ser 
representado pelo somatório de funções degrau na forma 
    0 1 0 1 n n 1 n(t) H(t) H(t ) H(t )           , (17) 
onde H(t)  é a função de Heaviside, definida como 
                                            
4 BOLTZMANN, L.. Zuer theorie der elastischen nachvwirkungen. Annalen der Physik und Chemie, 







1, para t ,
H(t )
0, para t .
 
   
 
 (18) 
O Princípio da Superposição de Boltzmann estabelece que cada um dos 
carregamentos contribui de forma independente para a deformação final, o que 
caracteriza o MVE como linear. Assim, a deformação total (t)  pode ser obtida pela 
adição de todas as contribuições na forma 
  
n
0 i i i i 1
i 1
(t) D(t)H(t) D(t )H(t )( ).

           (19) 
Multiplicando e dividindo cada incremento da equação (19) por   e considerando
tendendo a zero e n  tendendo ao infinito, tem-se que a deformação total, para t 0,  
pode ser escrita como (BRINSON E BRINSON, 2008) 
     




(t) D(t) lim D t H t .


     
          
   
  (20) 
Conforme os limites acima, a deformação total no instante t pode ser expressa em 
uma representação integral como 





(t) D(t) D t d .
d
 
      

 (21) 
Supondo que a tensão inicial 0  tende a zero, tem-se 




(t) D t d .
d
 
    

 (22) 
A equação (22) corresponde à integral hereditária da fluência e pode ser aplicada para 
descrever o histórico de deformação, (t) , a partir de um histórico de tensões, (t) , 
considerando que o módulo de fluência, D(t) , seja conhecido. 
De maneira análoga, é possível obter uma expressão relacionando a tensão, 
(t) , com a deformação, (t) , em um corpo que experimentou um histórico de 
deformação contínua (t) . Nesse caso, 




(t) E t d .
d
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A equação (23) é utilizada para descrever a tensão sob determinados históricos de 
deformação. 
Analogamente, em ensaios com cisalhamento puro, podem ser obtidas 
expressões relacionando deformação de cisalhamento,  t , com tensão de 
cisalhamento,  t , em um corpo que experimentou um histórico de tensão de 
cisalhamento contínuo, na forma de integral hereditária como 




(t) J t d .
d
 
    

 (24) 
Ainda, é possível obter uma expressão relacionando a tensão de 
cisalhamento, (t),  com a deformação de cisalhamento, (t) , em um corpo que 
experimentou um histórico de deformação de cisalhamento contínuo (t) , na forma 
de integral hereditária como 




(t) G t d .
d
 
    

 (25) 
3.2.3 Coeficiente complexo de Poisson 
Fisicamente, o coeficiente complexo de Poisson pode ser definido como a 
razão entre a deformação na direção lateral (ou radial) e a deformação na direção 
longitudinal em ensaios de tração pura (PRITZ, 1998). Assumindo que seja aplicada 
uma deformação oscilatória na direção longitudinal, a deformação lateral está 
atrasada em relação a essa deformação axial devido à capacidade de dissipação de 
energia do material (THEOCARIS, 1968; KUGLER; STACER; STEIMLE, 1990; PRITZ, 
1998; CUI; TANG; SHEN, 2016). Como resultado, se a deformação oscilatória é uma 
função harmônica, representada na forma complexa como 
   i tx xˆt e
   ,  (26) 
a deformação lateral pode ser posta como 
     i ty yˆt e
 
    , (27) 
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onde x̂  e y̂  são amplitudes de deformações, i 1  , em que i é definido como 
número imaginário, t   , em que   é o ângulo de atraso da deformação lateral 
em relação a deformação axial (TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; PRITZ, 2007; 
GRAZIANI; BOCCI; CANESTRARI, 2014). 
FIGURA 9 - REPRESENTAÇÃO DO PROCESSO DE MEDIÇÃO DO COEFICIENTE DE POISSON 
PELO MÉTODO DIRETO 
 
FONTE: Adaptado de Pritz (2007). 
 
De acordo com Pritz (1998) e Pritz (2007), considerando que o coeficiente 
complexo de Poisson é uma função resposta em frequência de um sistema linear, 
como ilustrado na FIGURA 9, a relação entre a deformação lateral,  y t , pela 
deformação longitudinal,  y t , resulta no coeficiente complexo de Poisson,  *  , o 
qual pode ser posto na forma 
               * *y x* i i i ' i '' ' 1 i                      ,  (28) 
em que  *x i   e  
*
y i   são as transformadas de Fourier das funções de 
deformações laterais e longitudinais, respectivamente, definidas nos domínio do 
tempo,  '   é coeficiente dinâmico de Poisson,  ''   é o componente de perda. 
Neste caso, devido ao atraso na deformação lateral, pode-se afirmar que a parcela 
imaginária desse coeficiente complexo é negativa (PRITZ, 1998). Ademais,     é 
o fator de perda do coeficiente de Poisson, obtido como 
       '' ' .        (29) 
Conforme Booij e Thoone (1982), Tschoegl (1989), Pritz (1998), Pritz (2000), 
Pritz (2007) e Rouleau et al. (2015) as parcelas real e imaginária de funções 
viscoelásticas complexas podem ser descritas empregando as relações de Kramers-
Kronig. Assim, as parcelas real e imaginária do coeficiente complexo de Poisson estão 
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 
 . (30) 
A análise da equação (30) indica que a inclinação da curva  '   é negativa ao longo 
da frequência. Portanto, o módulo dinâmico de Poisson de MVEs sólidos deve ser 
monotonicamente decrescente para frequências crescentes (THEOCARIS, 1968; 
TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; PRITZ, 2000; TSCHOEGL, 2002; PRITZ, 2007). 
3.2.4 Viscoelasticidade fracionária 
Para descrição do comportamento mecânico de MVEs, vários trabalhos fazem 
uso de modelos reológicos constitutivos da elasticidade linear baseados no cálculo 
fracionário (GLÖCKLE; NONNENMACHER, 1994; WELCH et al., 1999; GUEDES, 
2011; ROULEAU et al., 2015). Esses modelos consistem de combinações reológicas 
de molas, representando o comportamento elástico, e amortecedores fracionários, os 
quais descrevem o comportamento viscoso. Para ilustrar tal ideia, têm-se na FIGURA 
10, dois modelos reológicos fundamentais. Qualquer associação (em série, paralelo, 
série-paralelo etc.) que envolva molas e amortecedores fracionários de Scott-Blair 
recaem-se em modelos reológicos viscoelásticos fracionários (MAINARDI, 2010). 
Conforme Tschoegl (1989) e Brinson e Brinson (2008), a modelagem desses sistemas 
resulta em equações diferenciais fracionárias na forma 
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   
     
   
   (31) 
onde n , k, ra  e rb  são parâmetros associados ao modelo reológico adotado,  σ t  é 
a função de tensão,  ε t  a função de deformação, t é o tempo, r rd dt ( )    representa 
um operador diferencial de ordem fracionária r , dada conforme r r 1   , onde 
0 1    (MAINARDI, 2010). 
No presente estudo, as definições de Riemann-Liouville (MAINARDI, 2010), 
para a derivada fracionária, se mostram adequadas, visto que se considera um 
sistema estrutural que se encontra inicialmente em repouso. Com isso, não há 
necessidade de tratar com informações que ocorrem para tempos t 0 . Assim, 
considerando uma função  f t  bem comportada (t R | t 0)  , a definição da derivada 
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            
 ,  (32) 
 
onde   é um número real positivo, m é um número inteiro positivo e     é a função 
gama de Euler (MAINARDI, 2010; LI; ZENG, 2015). Nesse caso, conforme Mainardi 
(2010) e Kazem (2013), a transformada de Laplace (TL) para a derivada de ordem 
fracionária de Riemann-Liouville, de ordem  , pode ser colocada como 
      0 tL D f t s f s .      (33) 
Conforme Kassem Grasley e Masad (2013), a presença do operador integral, 
equações (22) à (30), ou diferencial, equação (31), nas equações constitutivas 
viscoelásticas implica que o comportamento mecânico do material é dependente do 
histórico de tensão ou de deformação. Consequentemente, a tensão, a deformação e 
o módulo de fluência (ou de relaxação) não podem ser simplesmente substituídos por 
soluções elásticas. Nesse contexto, apresenta-se, a seguir, um método denominado 
princípio da correspondência, desenvolvido por Read (1950), o qual possibilita o uso 
de relações elásticas para MEVs. 
FIGURA 10 - ELEMENTOS REOLÓGICOS FÍSICOS BÁSICOS DE MODELOS DA 
VISCOELASTICIDADE FRACIONÁRIA 
 
FONTE: O autor (2018). 
 
3.3 PRINCÍPIO DA CORRESPONDÊNCIA 
O princípio da correspondência elástico-viscoelástico (PCEV) envolve o uso 
das transformadas de Laplace (TL) que possibilita remover o operador diferencial (ou 
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integral) de modo a criar uma equação constitutiva em forma algébrica associada 
àquela dos materiais elásticos (CHEN et al., 2012). Como resultado, as equações 
transformadas podem ser utilizadas para a modelagem do comportamento do material 
a fim de obter os campos de tensões e de deformações em MVEs (CHEN et al., 2012). 
3.3.1 Relações fundamentais no Princípio da Correspondência Elástico-
Viscoelástico 
Para demonstrar o PCEV, considere-se, inicialmente, a aplicação da TL na 
equação (31), obtendo 
         a s s b s s ,    (34) 




a s 1 s a





b s k s b

  . Da equação equação (34), obtêm-se a 
Lei de Hooke no domínio de Laplace conforme 
             s E s s e s D s s ,        (35) 
onde      E s b s a s  e      D s a s b s (TSCHOEGL, 1989). Neste caso, os 
termos  E s  e  D s  são aqui denominados módulo operacional de Young e 
módulo operacional de fluência uniaxial, respectivamente (TSCHOEGL, 1989; 
PARK e SCHAPERY, 1999). 
Note-se que as relações constitutivas na equação (35) estão escritas em 
termos de tensões uniaxiais. Essas relações possuem formas correspondentes que 
relacionam tensão,    , e deformação,    , em cisalhamento puro, as quais, no 
domínio de Laplace, podem ser postas como 
             s G s s e s J s s ,       (36) 
onde  G s  e  J s  são definidos, como módulo operacional de cisalhamento e 
módulo operacional de fluência de cisalhamento, respectivamente. 
A partir das relações das equações (35) e (36), podem ser obtidas duas 
relações fundamentais  da viscoelasticidade linear, postas como 
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         E s D s 1 e G s J s 1.   (37) 
Conforme Tschoegl (1989), as equações (35), (36) e (37) estão na mesma 
forma algébrica que as equações elásticas constitutivas. 
As equações supracitadas formam a base da teoria do comportamento 
viscoelástico linear, a partir das quais o comportamento mecânico do material pode 
ser descrito nos domínios do tempo ou da frequência. 
Retransformando as equações (35) e (36) para o domínio do tempo, recai-se 
no Princípio da Superposição de Boltzmann (seção 3.2.2), o qual evidencia a 
dependência da tensão (ou deformação) como função do histórico de deformação (ou 
tensão). Desse modo, as formas gerais das equações constitutivas para MVEs 
homogêneos, isotrópicos e lineares podem ser postas como 
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Tschoegl (1989), Lakes (2009) e Lemini (2014) afirmam que o PCEV permite 
a utilização das relações elásticas a fim de resolver problemas nos quais os materiais 
envolvidos possuem propriedades constitutivas viscoelásticas. Assim, quando 
necessário, será tomado em consideração este princípio. 
3.3.2 Resposta à excitação do tipo degrau unitário 
Seja o ensaio de relaxação com amplitude de deformação constante 0 , a 
qual é aplicada em um instante t 0 , isto é, (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009) 
     0t H t .    (39) 
Aplicando a TL a essa equação, obtém-se 
    0s .
s

   (40) 
Substituindo a equação (40) na equação (35), resulta em 
63 
 






   . (41) 
Retransformando a equação (41) para o domínio do tempo, obtém-se 








    
  
 (42) 
Note-se que a transformada inversa de  E s s    tem a dimensão de um módulo 
(TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009). Assim, considerando um ensaio uniaxial, define-
se o módulo de relaxação de Young, no domínio de Laplace,  E s , na forma 
(TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009) 




  (43) 
Portanto, a equação (42) pode ser reescrita como 









De forma semelhante, considerando uma excitação de tensão do tipo degrau de 
intensidade 0 , aplicada no instante t=0. Essa função carregamento, definida no 
domínio do tempo, pode ser escrita como (SOUSA, 2015) 
     0t H t .    (45) 
Aplicando a transformada de Laplace à equação (45), obtém-se 
    0s .
s

   (46) 
A substituição da equação (46) à equação (35), resulta em (TSCHOEGL, 1989; 
LAKES, 2009) 












De modo similar, a transformada inversa de  D s s    tem a dimensão de um módulo, 
o qual pode ser definido como (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009; PARK e 
SCHAPERY, 1999) 




  (48) 
onde  D s  é o módulo de fluência uniaxial no domínio de Laplace, considerando 
ensaio uniaxial. Assim, relacionando as equações (47) e (48) e retransformando para 
o domínio do tempo, o módulo de fluência uniaxial no domínio do tempo é posto como 









Analogamente, os módulos de relaxação de cisalhamento e o módulo de 
fluência de cisalhamento, no domínio de Laplace, estão relacionados com os seus 
respectivos módulos operacionais na forma (TSCHOEGL, 1989; PARK; SCHAPERY, 
1999) 
         G s sG s e J s sJ s .   (50) 
A modelagem tridimensional do comportamento mecânico viscoelástico pode 
ser descrito empregando as equações supracitadas. Entretanto, para essa 
modelagem faz-se necessário uma conexão dessas equações com a lei de Hooke 
generalizada. 
3.3.3 Lei de Hooke Generalizada no domínio de Laplace 
De forma genérica, a relação tensão-deformação pode ser descrita através da 
lei de Hooke Generalizada, definida no domínio de Laplace. Neste caso, conforme 
Tschoegl (1989), Lakes (2009), Lai (2010) e Lemini (2014), escreve-se 
             ij kk ij ijs s s s 2G s s ,        (51) 
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onde     é uma função relacionada à constante de Lamé, a qual é uma propriedade 
do material,  ij   é chamado de delta de Kronecker e        kk 11 22 33s s s s        
é o traço da matriz de deformações. 
A lei de Hooke generalizada no domínio de Laplace é muito útil na 
demonstração e obtenção do coeficiente de operacional de Poisson. Esse é o tema 
central da próxima seção. 
3.3.4 Coeficiente operacional de Poisson 
Considerando um ensaio uniaxial de tração, a matriz de tensões pode ser 
escrita na forma (TSCHOEGL, 1989; LAKES, 2009; LEMINI, 2014) 
 
11σ 0 0







σ   (52) 
Consequentemente, ocorre uma deformação na direção uniaxial na mesma 
direção da força, a qual pode ser representada pelo componente 11  do tensor. 
Simultaneamente, porém, considerando um material isotrópico, a contração ocorre 
igualmente nas duas direções perpendiculares, de modo que o tensor de deformações 













ε   (53) 
em que 22 33   . Ademais, para um ensaio uniaxial, a relação tensão deformação 
pode ser posta como 
       11 11s E s s .    (54) 
 O coeficiente de Poisson pode ser definido como a razão entre a deformação 
lateral na direção transversal e a deformação na direção axial. Conforme Tschoegl 
(1989), matematicamente, o coeficiente operacional de Poisson,  s , pode ser 
definido de forma análoga como 
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    
 
 (55) 
onde    s s s   ,  em que  s  é a TL do coeficiente de Poisson definido no domínio 
do tempo. Partindo das equações (51), (54) e (55), considerando um ensaio do tipo 
uniaxial, obtém-se um sistema de equações lineares na forma 
  
         
         




s s s 2G s s
s s s 2G s s
s s s 2G s s
     

     

     
 . (56) 
Em ensaios puramente uniaxiais,    22 33s s 0    . Assim, considerando a equação 
(54), a equação (56) pode ser reescrita como (LAKES, 2009) 
  
           
       
11 kk 11
kk 22
E s s s s 2G s s
0 s s 2G s s .
      

    
 (57) 
Resolvendo o sistema, encontra-se uma relação envolvendo o módulo operacional de 
Young, o módulo operacional de cisalhamento e o coeficiente operacional de Poisson 
na forma (THEOCARIS, 1964; TSCHOEGL, 1989; TSCHOEGL, 2002, LAKES, 2009) 
       E s 2G s 1 s .      (58) 
Analogamente, pode-se obter uma relação envolvendo o módulo operacional 
de fluência uniaxial, de fluência de cisalhamento e o coeficiente operacional de 
fluência, o que resulta (THEOCARIS, 1964; TSCHOEGL, 1989; TSCHOEGL, 2002) 
       D s 2J s 1 s .      (59) 
Portanto, no plano transformado, o coeficiente operacional de Poisson pode 
ser obtido reorganizando a equação (58) conforme 






    (60) 
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Considerando a equação (37), em que    G s J s 1 , a equação (60) pode ser 
reescrita como 
   
   E s J s
s 1.
2
    (61) 
Como    s s s   , essa equação pode ser escrita na forma 
   
   sE s J s 1
s .
2 s
    (62) 
As relações viscoelásticas no domínio de Laplace aqui descritas formam a 
base para a obtenção do coeficiente de Poisson nos domínios do tempo e da 
frequência. 
3.3.5 Funções viscoelásticas complexas: domínio da frequência 
Manipulações envolvendo as funções materiais da teoria da viscoelasticidade 
são grandemente facilitadas pelas formulações de problemas no plano transformado 
de Laplace. A transformada de Laplace,  f s , de uma função  f t  bem comportada é 
dada por 
      st
0
f s f t e dt L f t ,
         (63) 
onde  L   denota o operador da transformada de Laplace (PAPOULIS, 1962). A 
variável ‘s’ transformada é, em geral, um número complexo, isto é,  
 s a iΩ   (64) 
onde i 1   (PAPOULIS, 1962). Entretanto, normalmente, tem-se interesse tanto em 
respostas de funções viscoelásticas no domínio do tempo, bem como no domínio da 
frequência. Dado que a linearidade das relações viscoelásticas são funções do tempo 
ou, equivalentemente, da frequência, suas formas explicitas dependem do tipo de 
excitação sob consideração (TSCHOEGL, 1989). Quando se trata de excitações 
harmônicas em regime permanente, o princípio da correspondência requer que a 
parcela real da variável complexa “s” tenda para um valor nulo, isto é, a 0 , o que, 
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consequentemente, resulta em s iΩ  (PAPOULIS, 1962; TSCHOEGL, 1989; PARK 
e SCHAPERY, 1999). 
Portanto, segundo Nashif et al. (1985), Tschoegl (1989) e Park e Schapery 
(1999), as funções complexas viscoelásticas no domínio da frequência,  , 
considerando um regime permanente, estão relacionadas com os módulos 
operacionais na forma (APÊNDICE 2) 
  * *
s i s i
E ( ) E(s) e G ( ) G(s) ,
 
     (65) 
onde *E ( )  e *G ( )  são o módulo complexo de Young e o módulo complexo de 
cisalhamento, respectivamente. Estes módulos são compostos por uma parcela real 
e uma parcela imaginária, como 
         * *E ( ) E' iE'' e G ( ) G' iG'' ,           (66) 
as quais representam as capacidades de armazenamento e de perda de energia, 
respectivamente. Ademais, as parcelas  E'  ,  G'  ,  E''   e  G''   são 
definidas, respectivamente, como módulo dinâmico de Young, módulo dinâmico de 
cisalhamento, módulo de perda de Young e módulo de perda de cisalhamento. 
Conforme Tschoegl (1989), relacionando os dois módulos complexos supracitados, 
no domínio da frequência, é possível obter um terceiro módulo, denominado módulo 
complexo volumétrico,  *K  , o qual pode ser posto como 
       
   





K K' iK '' ,
9G 3E
 
     
  
 (67) 
onde  K'   e  K''   são definidos, respectivamente, como módulo dinâmico 
volumétrico e módulo de perda volumétrico. 
Dadas as definições iniciais, de acordo com Nashif et al. (1985), os módulos 
de perda e de armazenamento podem ser relacionados como 
                 E G KE'' E' , G'' G' e K'' K' ,                (68) 
onde  E  ,  G   e  K   são funções denominadas como fatores de perda dos 
módulos complexos de Young, de cisalhamento e volumétrico, respectivamente. 
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Outra função viscoelástica muito importante é o coeficiente complexo de 
Poisson,  *  . Para descreve esse coeficiente, considera-se s i   (APÊNDICE 2). 
Com isso, de acordo com Nashif et al. (1985), a equação (60) pode ser posta na forma 







   

 (69) 
onde  *   é apresentado na equação (28). 
Nesta seção, demonstram-se as principais relações entre as funções 
viscoelásticas, as quais partindo de relações genéricas definidas no domínio do tempo 
são obtidas relações no domínio transformado de Laplace. Ademais, considerando 
s i  , são obtidas as relações no domínio da frequência. No entanto, como posto na 
subseção 3.2.4, para descrever o comportamento de MVEs, são necessárias as 
funções viscoelásticas escritas em termos dos modelos reológicos envolvendo molas 
e amortecedores fracionários. Este é o tema da próxima seção. 
3.4 FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS: MODELO DE ZENER FRACIONÁRIO 
Conforme Galucio Deu e Ohayon (2004), Mainard (2010), Rouleau et al. 
(2015) e Ciniello (2016), existem vários modelos constitutivos envolvendo derivadas 
de ordem fracionária: Maxwell, Kelvin-Voigt, Zener, entre outros. Como apresentado 
por Mainardi e Spada (2011) e Ciniello (2016), o Modelo de Zener Fracionário 
(FIGURA 11) se mostra bastante eficiente para prever o comportamento de MVEs 
lineares. De acordo com Bagley e Torvik (1986), Galucio Deu e Ohayon (2004) e 
Mainardi (2010), o comportamento mecânico tensão-deformação pode ser regido pela 
equação constitutiva de ordem fracionária escrita em termos do sistema físico de 




E 1 2 2 E
1 2 1 2 1 2
E E Ed d
1 (t) (t),
E E E E E Edt dt
 
 
    
       
     
 (70) 
onde 1E  e 2E  são os módulos de rigidez dos elementos elásticos, E  é o coeficiente 
de viscosidade e  E E0 1     é a ordem não inteira de diferenciação do 
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amortecedor de Scott-Blair. Definindo os parâmetros auxiliares 1 2 1 2E E E / (E E )   , 
E 1 2 1r (E E ) / E  , 
E
E E 1 2/ (E E )













   
         
   
 (71) 












   
         
   
 (72) 
Este modelo matemático é conhecido na literatura como modelo constitutivo 
fracionário de quatro parâmetros (PRITZ, 1996). 
FIGURA 11 - REPRESENTAÇÃO DO MODELO DE ZENER FRACIONÁRIO. PARÂMETROS 
RELACIONADOS A ENSAIO UNIAXIAL (OU CISALHAMENTO PURO) 
 
FONTE: O autor (2018). 
Note-se que a equação (72) está escrita em termos de ensaios do tipo tração 
uniaxial. Tal equação também tem uma forma correspondente considerando ensaio 
de cisalhamento. Neste caso, a relação tensão-deformação, em cisalhamento, pode 












   
         
   
 (73) 
onde 1 2 1 2G G G / (G G )   , G 1 2 1r (G G ) / G  , 
G
G 1 2G / (G G )

     e 0 GG G r .  Neste 
caso, 1G  e 2G  são os módulos de rigidez dos elementos elásticos, G  é o coeficiente 
de viscosidade e G  é a ordem não inteira de diferenciação do amortecedor de Scott-
Blair vinculado a relação tensão-deformação em cisalhamento (FIGURA 11). 
 1 1E G
 2 2E G
E G, ,  
 (t); (t) (t); (t)
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A partir das equações diferenciais fracionárias descritas, para o modelo de 
Zener fracionário de quatro parâmetros, podem-se obter as demais funções 
viscoelásticas, definidas nos domínios de Laplace, do tempo e da frequência. 
3.4.1 Funções viscoelásticas operacionais 
Anteriormente na seção 3.3, foram apresentadas de modo genérico as 
seguintes funções viscoelásticas operacionais: módulo operacional de Young E(s) , 
módulo operacional de fluência uniaxial  D s , módulo operacional de cisalhamento 
 G s , módulo operacional de fluência de cisalhamento  J s  e coeficiente operacional 
de Poisson  s . Nesta seção, essas funções são escritas considerando o modelo 
constitutivo de Zener fracionário. 
Para obter modelos para essas expressões, considere-se, inicialmente, a 
aplicação da TL a todos os termos da equação (72), o que resulta 
  E EE EE 0 E(s) s (s) E (s) s E (s).
  
          (74) 
Definindo EE Eb

  , 0E E  e 0E E  , o módulo operacional de Young pode ser obtido 






E E b s(s)
E(s) .








Além disso, o módulo operacional de fluência em tração pode ser obtido relacionando 






s 1 b s
D(s) .








Outrossim, o módulo operacional de cisalhamento pode ser obtido aplicando a TL à 
equação (73), resultando em 







s G G b s
G s ,














  . Similarmente, o módulo operacional de fluência 
de cisalhamento pode ser obtido, considerando a equação (37), como 















O coeficiente operacional de Poisson pode ser posto, considerando as 
equações (61), (75) e (78), na forma 
   
     
 
G GE EE G GE
G GE EE G GE
E E E EG G0
0 E G E GG G
r s r s s 1E
s 1.
2G r s s r s 1
    
    
       
   
       
 
 (79) 
A equação (79) é está escrita no domínio de Laplace, a partir do qual por meio 
de relações algébricas podem ser obtidos os comportamento do coeficiente de 
Poisson no domínio do tempo e/ou da frequência. 
Dessa forma, a partir das funções viscoelásticas operacionais descritas 
(módulos operacionais de Young, de cisalhamento, fluência, Poisson etc.) obtém-se 
as funções viscoelásticas definidas no domínio do tempo, aplicando a Transformada 
Inversa de Laplace (TIL), e no domínio da frequência, considerando regime 
permanente em que s i   (APÊNDICE 2). 
3.4.2 Funções viscoelásticas complexas no domínio da frequência considerando 
influência da temperatura 
Considerando o domínio da frequência (s i  ), o módulo complexo de Young 
considerando a influência da temperatura,  E * T,  , é obtido a partir da equação 








E E b i









sendo R  a frequência reduzida, a qual é apresentada conforme a Eq. (3). 
A dependência do módulo dinâmico e do fator de perda, considerando o 
modelo dado pela equação (80) e diferentes valores do parâmetro Eβ β , é mostrada 
na FIGURA 12. Observa-se que quanto menor o valor da ordem de diferenciação, β , 
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menor é a inclinação do módulo dinâmico de Young na região próxima do ponto de 
inflexão (CRUZ, 2004). Além disso, alterando os valores de β , ocorrem variações no 
valor da frequência onde ocorre o máximo fator de perda, bem como sua amplitude 
(CRUZ, 2004). 
FIGURA 12 - ILUSTRAÇÃO DO MÓDULO DINÂMICO DE YOUNG E DO FATOR DE PERDA PARA 
DIFERENTES ORDENS DE DIFERENCIAÇÃO 
 
FONTE: O autor (2018). 
O módulo complexo de cisalhamento, definido no domínio da frequência, pode 
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O comportamento do módulo dinâmico e do fator de perda do módulo 
complexo de cisalhamento é análogo àquele do módulo complexo de Young (CRUZ, 
2004). Neste caso, conforme Chen et al. (2017) e Sousa, Silva e Pereira (2018), os 
módulos dinâmicos de Young e de cisalhamento possuem inclinações muito próximas. 
Esse comportamento fica evidente nos resultados apresentados no transcorrer deste 
texto. Portanto, pode-se considerar que os dois módulos complexos (Young e de 
cisalhamento) possuem um mesmo valor para a de ordem de diferenciação, isto é, 

























































Conforme Tschoegl (1989), relacionando os dois módulos complexos 
discutidos, no domínio da frequência, é possível obter o módulo complexo volumétrico 
considerando a influência da temperatura,  *K T,  , o qual pode ser representado 
como (TSCHOEGL, 1989) 
   
   




E T, G T,
K T, .




  (82) 
Além disso, o coeficiente complexo de Poisson pode ser obtido indiretamente 
por meio da equação (69). Assim, após a substituição das equações (80) e (81), tem-
se 
   
      
     
2
E E G R E E R G
0
0 E G G
r i r i i 1E
* T, 1
2G 1 i 1 r i
     
  
          
    
 
       
, (83) 
onde  * T,   é definido como coeficiente complexo de Poisson, apresentado 
genericamente segundo a equação (28). 
3.4.3 Funções viscoelásticas no domínio do tempo considerando influência da 
temperatura 
Como posto por Moschen (2006), Mainardi e Spada (2011) e Ciniello (2016), 
considerando o modelo de Zener fracionário, dado pela equação (71), o módulo de 
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 (84) 
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Ademais, tomando em consideração a influência da temperatura, as equações 
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 (86) 
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    
           
 (87) 
sendo Rt  o tempo reduzido apresentado conforme a equação (3). As Eqs. (86) e (87) 
podem ser empregadas na obtenção da tensão e/ou deformação uniaxial, em 
qualquer temperatura T, a partir dos módulos de relaxação e fluência, 
respectivamente. 
Similarmente, partindo da equação (73), obtém-se modelos para os módulos 
de relaxação de cisalhamento e módulo de fluência de cisalhamento, considerando 
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 (88) 
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E   é a função de ML de um parâmetro de ordem G . Analogamente, tendo 
como base as Eqs. (88) e (89) pode-se obter obter a tensão e/ou deformação 
cisalhamento, em qualquer temperatura T, a partir dos módulos de relaxação de 
cisalhamento e fluência de cisalhamento, respectivamente. 
Analisando as relações apresentadas nesta seção, nota-se que as 
interconversões relaxação-fluência podem facilmente ser realizadas, considerando 
ensaios uniaxiais e de cisalhamentos. Para tanto, faz-se necessária a identificação 
completa dos parâmetros viscoelásticos apenas em relaxação (ou em fluência). 
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3.4.4 Proposta de modelo para coeficiente de Poisson: domínio do tempo 
Aplicando a TIL na equação (62), obtém-se o coeficiente de Poisson conforme 
a equação (2) e repetida, a seguir, na forma 






t E J t 2 J t d .
2 d
  
        
   
  (90) 
Percebe-se que a obtenção do coeficiente de Poisson indiretamente por meio da 
equação (90), em modelos constitutivos complexos, requer o uso de métodos 
numéricos, o que pode tornar o processo muito caro computacionalmente e obter 
resultados pouco acurados (TSCHOEGL; KNAUSS; EMRI, 2002; CHEN;YANG; LAI, 
2012; CINIELLO, 2016). 
A metodologia para obter o coeficiente de Poisson de maneira mais simples e 
eficiente é aplicando a TIL diretamente à equação (79). No entanto, a obtenção da TIL 
do termo entre colchetes não é trivial. Assim, utiliza-se um artifício matemático no qual 
expande-se tal termo em frações parciais segundo 
 
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 
    (91) 
Das equações (79) e (91), obtém-se A 1 ,  EE EB r 1

   ,  G GGC 1 r

    e 
  GEE G EGD r 1 r 1

     . Como    s s s   , a equação (91) pode ser reescrita como 
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Portanto, a TIL da equação (92) pode ser posta conforme 
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  a função de Mittag-Leffler (ML) do parâmetro de ordem   . Nota-se 
que a equação (93) requer a integração do produto de duas funções do tipo ML de 
ordens de diferenciação distintas, cuja solução analítica é de difícil obtenção. Uma 
possível solução a essa questão é a integração numérica, a qual é significativamente 
onerosa do ponto de vista computacional. 
 No entanto, como posto na seção 3.4.2, as funções viscoelásticas de ordem 
fracionária, considerando ensaios de tração uniaxial e de cisalhamento, possuem 
valores de ordem de diferenciação muito próximos, ou seja, E G      (CHEN et al., 
2017; SOUSA; SILVA; PEREIRA, 2018). Assim, a equação (79) pode ser reescrita 
como 
   
   
  
2
E E G E E G
E G G
r s r s 1E
s 1.
2G s 1 r s 1
     

   

       
   
    
 
 (94) 
Expandindo a equação (94) em frações parciais, chega-se 
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   E G G
E s s
s 1 1,
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  (95) 
onde os novos valores de B e C são dados por: 
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Como    s s s   , a equação (95) pode ser reescrita como 
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Aplicando a TIL à equação (96), obtém-se o modelo matemático para a função 
coeficiente de Poisson, no domínio do tempo, na forma 
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  (97) 
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A função obtida, equação (97), representa o modelo proposto para o coeficiente de 
Poisson no domínio do tempo. A partir do qual se pode obter o valor do coeficiente de 
Poisson para qualquer tempo e qualquer temperatura empregando o tempo reduzido 
Rt , equação (3). 
Utilizando as relações da função de ML (MAINARD, 2010), infere-se que, 
quando t  , tem-se que o coeficiente de Poisson de equilíbrio,  , é dado por 







       (98) 
Por outro lado, quando t 0 , a equação (97) torna-se 







     (99) 
Como definido anteriormente, 0 EE E r  e 0 GG G r . Essas relações, quando 
substituídas na equação (99), possibilitam a definição do valor do coeficiente de 
Poisson instantâneo, 0 , como 





       (100) 
onde 0E  e 0G  são os valores dos módulos instantâneos para quando t 0 . 
3.4.5 Resumo das principais funções viscoelásticas 
As funções viscoelásticas descritas até aqui em conjunto com o modelo de 
Zener fracionário, formam a base com a qual é possível predizer o comportamento 
mecânico de MVEs lineares e termorreologicamente simples. Nota-se que na 
viscoelasticidade linear para representar materiais isotrópicos, em geral, existem seis 
diferentes funções para modelar o comportamento mecânico de um MVE no domínio 
do tempo. Entre estas, três envolvem excitação de tensão (ou força) e três excitação 
de deformação (ou deslocamento). Além disso, tem-se a mesma quantidade de 
funções para descrever o comportamento viscoelástico no domínio da frequência 




TABELA 2 - TABELA-RESUMO COM AS PRINCIPAIS FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS 
Domínio do tempo Domínio da frequência 
 Relaxação Fluência Poisson Relaxação Fluência Poisson 
Longitudinal  E t   D t  
 t  
 *E    D *   




K * ( )   B *   
Cisalhamento  G t   J t   G *    J *   
FONTE: Tschoegl (1989). 
3.5 OTIMIZAÇÃO 
Na literatura, é frequente o emprego de técnicas de otimização no processo 
de caracterização de propriedades de sistemas. De acordo com Hassani e Hinton 
(1999), técnicas de otimização são um conjunto de processos racionais e iterativos 
que buscam o projeto ótimo de um sistema considerando uma determinada função 
objetivo e um conjunto de restrições. Não há um método único disponível que resolva 
todos os problemas de otimização eficientemente e, por isso, diferentes métodos têm 
sido desenvolvidos para resolver diversos tipos de problemas. Os métodos para 
solução de problemas de otimização podem ser divididos, basicamente, em dois 
grupos, sendo eles, os métodos determinísticos e os estocásticos. 
Métodos determinísticos são, em geral, baseados nos cálculos de derivadas 
de primeira e/ou segunda ordem ou de aproximações destas, a partir destas 
derivadas. Por outro lado, os métodos baseados em algoritmos estocásticos 
introduzem no processo de otimização dados e parâmetros randômicos resolvendo o 
problema de um ponto de vista probabilístico. 
Segundo Arora (2014), um problema de otimização típico pode ser 
representado na seguinte forma padrão: 
   x 1 2 3 nvarsEncontrar (x ,x ,x , ,x ),  (101) 
tal que minimize uma função, xf( ) , sujeita a “p” restrições de igualdade 
  ih ( ) 0 (para i = 1,...,p),x  (102) 
e a “q” restrições de desigualdade 
  xjg ( ) 0 (para  j = 1,...,q).  (103) 
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A variável x , de dimensão ‘nvars’, é denominada de vetor de variáveis de projeto, ao 
passo que xf( )  é denominada função objetivo. 
Neste trabalho, serão aplicadas técnicas de otimização, as quais estarão 
incorporadas às rotinas implementadas no ambiente MatLab® que visam a 
caracterização do material. A abordagem utilizada é a de otimização híbrida, a qual 
combina dois ou mais métodos de solução de problemas de otimização. Neste caso, 
inicialmente resolve-se o problema aplicando a técnica de Algoritmos Genéticos (AGs) 
e, em seguida, esse resultado é melhorado por meio de um algoritmo determinístico 
de Programação Não Linear (PNL). 
 Segundo Goldberg (1989) e Arora (2014), um AG é uma técnica de busca 
utilizada em computação para obter soluções ótimas aproximadas em problemas de 
otimização. Os AGs são uma classe particular dos algoritmos evolutivos, os quais 
utilizam estratégias inspiradas pela biologia evolutiva, proposta por Charles Darwin. 
Essa técnica considera conceitos como hereditariedade, aptidão, mutação, seleção 
natural e recombinação. 
 O funcionamento dos AGs é baseado na analogia com a teoria relacionada à 
evolução das espécies. Nesse caso, um AG possui os seguintes passos básicos: 
 Inicialmente, gera-se uma população formada por um conjunto aleatório de 
indivíduos, que podem ser vistos como possíveis soluções do problema; 
 Durante o processo evolutivo, avalia-se a população, sendo que para cada 
indivíduo é atribuída uma nota (denominada aptidão), relacionada ao valor da 
função objetivo e que reflete sua habilidade de adaptação a determinado 
ambiente; 
 Por meio da aptidão, uma percentagem dos indivíduos é mantida, enquanto os 
outros são descartados; 
 Os indivíduos mantidos pela seleção podem sofrer modificações em suas 
características fundamentais por meio de cruzamentos, mutações ou 
recombinação genética gerando descendentes para a próxima geração; 
 Este processo, denominado reprodução, é repetido até que uma solução 
satisfatória seja encontrada. 
Esse algoritmo é complexo o suficiente para fornecer poderosos e robustos 
mecanismos de busca em problemas de otimização global. A implementação do AG 
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é feita no programa MatLab®. Dessa forma, o problema padrão, via AG, pode ser 





















onde ‘nvars’ é o número total de variáveis de projeto, enquanto lix  e lsx  são os 
vetores contendo os limites inferior e superior, respectivamente, do vetor de variáveis 
de projeto .x  
Por sua vez, a PNL visa encontrar o mínimo de uma função não-linear com 
restrições. O conjunto de rotinas de PNL se encontra implementado no ambiente 
MatLab® com auxílio da função ‘optmimset’, a qual cria a estrutura de otimização 
necessária para executar a rotina de otimização propriamente dita: ‘fimincon.m’. 








4 METODOLOGIA PROPOSTA DE IDENTIFICAÇÃO DE MVES NO DOMÍNIO DA 
FREQUÊNCIA 
A metodologia proposta se baseia na leitura de um conjunto de pontos 
experimentais referentes às curvas características do material, sendo elas, funções 
viscoelásticas complexas (de Young e de cisalhamento), definidas no domínio da 
frequência. Na sequência, são construídos problemas padrão de otimização com vista 
a minimizar uma função que meça a distância relativa entre as curvas experimentais 
e suas respectivas curvas teóricas, variando os parâmetros característicos do modelo 
constitutivo de Zener fracionário. O objetivo é caracterizar funções viscoelásticas 
(módulos de Young, de cisalhamento e volumétrico e coeficiente complexo de 
Poisson), definidas no domínio da frequência. Com isso, a partir dos parâmetros 
viscoelásticos obtidos, podem-se obter outras funções viscoelásticas 
correspondentes, definidas no domínio do tempo, utilizando conceitos de 
interconversão. 
4.1 DADOS EXPERIMENTAIS 
No presente trabalho, o material em estudo é o EAR® C-1002. Trata-se de um 
polímero elastômero, conhecido comercialmente como ISODAMP C-1002, fabricado 
pela EAR® Specialty Composites (Indianápolis, EUA) e produzido a partir de 
policloreto de vinila (DANDEKAR et al, 1991; SZABO e KEOUGH, 2002). Este material 
tem sido bastante utilizado em estudos que envolvem MVEs (ESPÍNDOLA et al., 2006; 
NAYFEH, 2004; BALBINO, 2012; BALBINO, 2016; SOUSA et al. 2017). Neste 
trabalho, esse MVE é assumido como sendo isotrópico, homogêneo, linear e 
termorreologicamente simples. 
Visando a obtenção de dados experimentais, Jones (1992) toma um conjunto 
de amostras desse material e as envia para alguns laboratórios do mundo 
(denominados genericamente de Laboratório A até Laboratório T). Esses laboratórios 
tem a missão de realizar testes experimentais envolvendo os módulos complexos 
(Young e cisalhamento) no domínio da frequência, considerando os efeitos da 
temperatura. 
O presente trabalho analisou os dados experimentais de todos os laboratórios 
e tomando como base a teoria da viscoelasticidade linear (FERRY, 1980; 
TSCHOEGL, 1989; BRINSON e BRINSON, 2008; MAINARDI 2010), e visando avaliar 
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a metodologia de identificação aqui proposta, o presente trabalho utiliza os dados 
experimentais apresentados pelos laboratórios C e E, assim denominados no trabalho 
de Jones (1992). 
Visualizações gráficas dos experimentais são apresentas da FIGURA 13 a 
FIGURA 16, em que o gráfico do lado esquerdo de cada figura representa o módulo 
dinâmico em várias temperaturas em determinadas faixas de frequências, bem como 
o gráfico do lado direito de cada figura representa o wicket plot (fator de perda versus 
módulo dinâmico) em diferentes temperaturas. 
A partir dos experimentos disponíveis é possível, empregando técnicas de 
otimização, identificar o material usando o modelo Zener fracionário, seja pelo método 
tradicional ou pelo método proposto, aqui denominado 'método integrado'.  
FIGURA 13 - LABORATÓRIO C. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MÓDULO COMPLEXO DE 
YOUNG: MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
   
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 14 - LABORATÓRIO C. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MÓDULO COMPLEXO DE 
CISALHAMENTO: MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
   









































































































































































































FIGURA 15 - LABORATÓRIO E. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MÓDULO COMPLEXO DE 
YOUNG: MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
   
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 16 - LABORATÓRIO E. DADOS EXPERIMENTAIS PARA O MÓDULO COMPLEXO DE 
CISALHAMENTO: MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
   
FONTE: O autor (2018). 
 
4.2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA PADRÃO DE OTIMIZAÇÃO NO DOMÍNIO DA 
FREQUÊNCIA: METODOLOGIAS TRADICIONAL E INTEGRADA  
Com o objetivo de realizar a identificação completa do MVE em análise, 
inicialmente, realiza-se a aquisição do conjunto de pontos experimentais. Na 
sequência, constrói-se o problema padrão de otimização com o objetivo de minimizar 
uma função que representa uma medida da distância relativa entre as curvas 
experimentais e suas respectivas curvas teóricas descritas pelo modelo de Zener 
fracionário. Com isso, é possível obter indiretamente o coeficiente complexo de 
Poisson, equação (83), por meio dos módulos complexos de Young e de 





































































































































































































Considerando ensaios em tração uniaxiais para o módulo complexo de 
Young (FIGURA 13 ou FIGURA 15), é construída uma função distância relativa entre 
o modelo, *E ( ,T) , e os dados experimentais, 
*
expE ( ,T) , apresentados em forma 
discreta. Assim, tem-se a kj-ésima componente da distância, denotada 
*
k jDE , obtida a 
partir das diferenças quadráticas entre as curvas na j-ésima temperatura e avaliada 
na k-ésima frequência, dada por 
  
 * *exp k j k j*
kj *
exp k j
E ( ,T ) E ( ,T )
(DE ) ,
E ( ,T )





onde 1 j nT  , j1 k nF  , nT  é a quantidade de curvas avaliadas nas diferentes 
temperaturas e jnF  é o número de pontos amostrados em diferentes frequências (na 
j-ésima temperatura). Em consequência, o valor escalar e real que representa uma 
medida quadrática relativa global da distância para todos os pontos,  
2
totDE , pode 
ser posto como 
        
j jnF nFnT nT
2 * * 2
tot kj kj kj
j 1 k 1 j 1 k 1j j
1 1 1 1
DE DE DE ' DE .
nT nF nT nF   
    (106) 
Nesse caso,   '  representa o número complexo conjugado de   . 
Similarmente, para um conjunto de ensaios em cisalhamento puro (FIGURA 
14 ou FIGURA 16), a kj-ésima distância relativa associada a cada ponto experimental, 
pode ser obtida por 
  
 * *exp k j k j*
kj *
exp k j
G ( ,T ) G ( ,T )
(DG ) .
G ( ,T )





Como resultado, a medida quadrática global da distância relativa para todos os pontos 
e curvas de temperaturas, pode ser posta como 
 
j jnF nFnT nT
2 * * 2
tot kj kj kj
j 1 k 1 j 1 k 1j j
1 1 1 1
(DG ) (DG )(DG )' (DG ) .
nT nF nT nF   
   
    
      
   (108) 
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Assim, definidas as duas funções, equações (106) e (108), tem-se que o problema 
padrão de otimização para a identificação dos parâmetros constitutivos viscoelásticos 
pode ser formulado através de duas metodologias distintas: método tradicional ou 
método integrado. 
4.2.1 Metodologia tradicional de identificação de MVEs no domínio da frequência 
Neste primeiro método, cada função viscoelástica complexa é identificada 
individualmente. Assim, considerando o módulo complexo de Young, o problema 
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x      
x x x
 (109) 
onde os sobrescritos ‘inf’ e ‘sup’ indicam, respectivamente, o vetor com valores limites 








 são as constantes do 
modelo WLF, associadas ao módulo complexo de Young no domínio da frequência. 
Esse modelo é apresentado na seção 3.1.4, bem como as motivações para empregá-
lo na identificação do MVE. 
Ademais, para a identificação do módulo complexo de cisalhamento, o 
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 são as constantes do modelo WLF, considerando o módulo complexo 
de cisalhamento, no domínio da frequência. 
Na implementação deste método, os valores obtidos para as constantes, 
associadas às ordens de diferenciação  E Ge    e aos efeitos da temperatura 
seguindo o modelo WLF  T T T TE,1 E,2 G,1 G,2C , C , C e C     , são distintos, para os módulos 
complexos de Young e de cisalhamento. Nesse contexto, na obtenção do coeficiente 
complexo de Poisson e do módulo volumétrico complexo, este trabalho define um 
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valor médio para cada uma dessas constantes. Assim, a ordem de diferenciação, ,
associada ao MVE é dada por 
  E G
2
 
      (111) 
Outrossim, as constantes relativas ao modelo WLF podem ser obtidas por 
  
T T T T
E,1 G,1 G,2 G,2T T
1 2
C C C C
C e C .
2 2
   
     (112) 
Consolidada a identificação das propriedades viscoelásticas dos módulos 
complexos (de Young e de cisalhamento), emprega-se a equação (69) (ou (83)) e, 
com isso, é obtido o coeficiente complexo de Poisson, para o domínio da frequência. 
4.2.2 Metodologia integrada de identificação de MVEs no domínio da frequência 
A metodologia proposta no presente trabalho consiste no agrupamento de 
parâmetros comuns dos módulos complexos de Young e de cisalhamento e no 
estabelecimento de um processo híbrido de otimização. Para tal, de acordo com Ernst 
et al. (2003), Lakes and Wineman (2006), O'Brien et al. (2007) e Chen et al. (2017), 
considera-se que a influência da temperatura e as ordens de diferenciação são as 
mesmas para os módulos complexos de Young e de cisalhamento. Conforme posto 
por Waterman (1977), Tschoegl (1989) e Pritz (1998), o coeficiente de Poisson de um 
material borrachoso só possui significados físicos quando sua parcela real é definida 
no intervalo entre 0 e 0,5. Além disso, como mostrado teoricamente, esta função é 
monotonicamente decrescente, ao longo da frequência. 
Nesse contexto, considerando que a distância relativa quadrática global que 
considera os ensaios de tração uniaxial e cisalhamento puro, no domínio da 
frequência, pode ser posta como 
   








  (113) 













Minimizar (DEG ) ( ) : R R;
onde E , E , b , G , G , b , C , C ;
;
P :
Restrições : Re ( , T) 0,5 ;
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Na equação (114),   é uma constante arbitrária e pequena (aqui, 0,001  ) inserida 
com o intuito de se definir um espaço de projetos fechado e, portanto, garantir a 
existência de um ponto de projeto ótimo global, como posto pelo Teorema de 
Weierstrass (ARORA, 2014). 
A solução numérica do problema, equação (114), através de um método 
híbrido de otimização permite a completa especificação dos parâmetros do MVE. De 
modo análogo, ao da seção anterior, pode ser obtidos indiretamente o coeficiente 
complexo de Poisson, bem como o módulo complexo volumétrico pode ser obtido 
indiretamente empregando a equação (69) ou a equação (83). 
4.2.3 Estrutura computacional no domínio da frequência 
A implementação computacional é realizada em ambiente MATLAB® 
conforme o algoritmo apresentado na FIGURA 17. O processo de caracterização do 
MVE é fundamentado na solução numérica de um problema de otimização através de 
uma técnica de otimização híbrida. Nesta técnica, inicialmente, os parâmetros 
materiais ótimos, próximos do ótimo global, são obtidos via AG. Em seguida, tendo 
como ponto de partida o vetor de variáveis de projeto encontrado via AGs, um 
algoritmo determinístico de PNL é aplicado de modo a determinar os parâmetros 
materiais com uma maior precisão. Como cada processo de otimização por AG é 
randômico e diferentes vetores ótimos podem ser obtidos, este trabalho realiza 10 
processos de otimização AG seguidos de PNL. Adicionalmente, em todos os 
processos de otimização por AG, é empregada a sub-rotina ga.m com uma população 
de 1000 indivíduos, 2000 gerações e taxa de mutação de 0,09. Ademais, em PNL, é 
utilizada a sub-rotina fmincon.m com número máximo de iterações igual a 1000, 
número máximo de avaliações da função objetivo de 10000 e critério de parada 
(TolFun) de 1.0E-11. 
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Para o processo de otimização, os limites simples para os parâmetros 
relacionados ao modelo de Zener fracionário e as constantes relativas ao modelo 
WLF, para o fator de deslocamento, estão listados na TABELA 3. Estes limites foram 
baseados em experimentos numéricos, de modo que os limites superiores e/ou 
inferiores não fossem atingidos no ponto de ótimo. 
O procedimento computacional aqui descrito é aplicado na identificação de 
MVEs empregando as metodologias tradicional e integrada. Análises de cada método 
empregando a metodologia híbrida de otimização, apresentadas nesta seção, são 
discutidas mais adiante no capítulo de resultados e discussões. 
FIGURA 17 - ESTRUTURA DO ALGORITMO IMPLEMENTADO EM AMBIENTE MATLAB® 
Implementação numérica: 
Passo 1. Definição do material e obtenção de dados experimentais; 
Passo 2. Definição dos limites de variáveis de projeto; 
Passo 3. Para cada processo de otimização i (i =1, ... NPO, onde NPO é o número de processo 
de otimização), faça 
Passo 3.1. Aproximação do ponto de mínimo global por AG. 
a) Definição dos parâmetros a serem utilizados por AG em MatLab®. 
b) Otimização por AG. 
c) Aproximação do ótimo global por AG, XAG. 
Passo 3.2. Refino da aproximação do ponto de mínimo global por PNL em MatLAB®. 
a) Definição de parâmetros a serem utilizados em MatLab®. 
b) Otimização por PNL e obtenção de XPNL(i) (Ponto inicial: XAG(i)). 
Passo 4. Definição como ponto de ótimo o melhor ponto de XPNL. 
Passo 5. Apresentação dos resultados. 
FONTE: O autor (2018). 
 
TABELA 3 - LIMITES DAS PROPRIEDADES MATERIAIS UTILIZADOS NO PROCESSO DE 
OTIMIZAÇÃO: DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
Variável Nomenclatura Limites dos intervalos 
Constante material WLF 1 T T TE1 G1 EG1C ,, C , C   0;100  
Constante material WLF 2  C  T T TE2 G2 EG2C , C , C   0; 200  
Módulo de equilíbrio  Pa  0 0E , G    
3 710 ; 10  
Módulo instantâneo  Pa   E , G    
7 1010 ; 10  
Parâmetro relacionado ao tempo de relaxação  
 
s  E Gb , b  
  
 
4 110 ; 10  
Ordem de diferenciação 
E G, ,    [0,01; 0,99]  






5 METODOLOGIA PROPOSTA DE IDENTIFICAÇÃO DE MVES NO DOMÍNIO DO 
TEMPO 
Este capítulo tem como meta apresentar a metodologia cujo objetivo é 
caracterizar funções viscoelásticas, definidas no domínio do tempo, e por 
interconversão obter outras funções viscoelásticas, definidas no domínio da 
frequência. Bem como podem ser realizadas facilmente, interconversões relaxação-
fluência. A metodologia proposta é baseada na leitura de um conjunto de pontos 
experimentais referentes às curvas associadas aos módulos de relaxação (Young e 
de cisalhamento), no domínio do tempo. Na sequência, são construídos problemas 
padrão de otimização com vista a minimizar uma função que meça a distância relativa 
entre as curvas experimentais e suas respectivas curvas teóricas, variando os 
parâmetros característicos do modelo constitutivo de Zener fracionário. 
5.1 DADOS EXPERIMENTAIS 
A partir das propriedades materiais identificadas por Sousa et al. (2018) para 
o material EAR®-C1002, foi realizada a interconversão dos parâmetros materiais para 
o domínio do tempo e obtidas as curvas médias para os módulos de relaxação de 
Young e de cisalhamento. 
A partir desses valores, foram gerados dados experimentais artificiais com 
dispersões de 0%, 10% e de 20% em torno dessas curvas médias considerando 
diferentes temperaturas. Isso tem o objetivo de obter experimentos mais próximos da 
realidade. Deve ser salientado que, na prática, a dispersão dos dados não é uniforme 
considerando experimentos em diferentes temperaturas (BALBINO, 2012). Dados 
experimentais artificiais para valores uniformes de dispersão podem ser visualizados 
da FIGURA 18 à FIGURA 20. 
Os valores experimentais artificiais foram gerados em um intervalo de tempo 
condizente com um experimento físico no intervalo entre 1 e 3600 segundos. Para 
tanto, nesse intervalo de tempo são ‘amostrados’ 120 pontos (isto é, dois pontos por 
minuto). Igualmente, as temperaturas de "ensaios" estão adequadas aos limites 
elásticos de material (entre -35°C e 60°C), sendo utilizados poucos valores de 
temperaturas, a saber, seis temperaturas para cada ‘experimento’, as quais cobrem 




FIGURA 18 - DADOS EXPERIMENTAIS ARTIFICIAIS GERADOS A PARTIR DAS PROPRIEDADES 
OBTIDAS POR SOUSA ET AL. (2018). MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE YOUNG (ESQUERDA); 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE CISALHAMENTO (DIREITA). DISPERSÃO DE 0% 
 
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 19 - DADOS EXPERIMENTAIS ARTIFICIAIS GERADOS A PARTIR DAS PROPRIEDADES 
OBTIDAS POR SOUSA ET AL. (2018). MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE YOUNG (ESQUERDA); 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE CISALHAMENTO (DIREITA). DISPERSÃO DE +/-10% 
 
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 20 - DADOS EXPERIMENTAIS ARTIFICIAIS GERADOS A PARTIR DAS PROPRIEDADES 
OBTIDAS POR SOUSA ET AL. (2018). MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE YOUNG (ESQUERDA); 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE CISALHAMENTO (DIREITA). DISPERSÃO DE +/-20% 
 




Assim, tendo como base os experimentos disponíveis, o MVE pode ser 
identificado empregando o modelo Zener fracionário, seja por uma metodologia 
tradicional ou pelo método proposto, aqui denominado 'metodologia integrada'. 
5.2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA PADRÃO DE OTIMIZAÇÃO NO DOMÍNIO DO 
TEMPO: METODOLOGIAS TRADICIONAL E INTEGRADA  
Cada ponto experimental do módulo de relaxação de Young pode ser 
representado por  exp k jE t ,T , na j-ésima temperatura, a qual varia entre 1 j nT  , e 
no k-ésimo tempo, estando no intervalo j1 k nPt  . Nesses casos, jnPt  é o número 
total de pontos experimentais de tempo na j-ésima temperatura e nT é o número total 
de temperaturas. Dado o modelo do material, k jE(t ,T ) , a kj-ésima componente do erro 
definido no domínio do tempo, denotada kjerroEt , é explicitada como 
   




2 k j k j
kj exp
k j








onde o sobrescrito ‘exp’ indica que o dado é experimental. Assim, o erro resultante de 














  (116) 
Ademais, em ensaios de relaxação de cisalhamento, cada ponto experimental 
do módulo pode ser representado por  exp k jG t ,T . Assim, dado o modelo constitutivo 
do material, k jG(t ,T ) , a kj-ésima componente do erro no domínio do tempo, denotada 
kjerroGt , é dada na forma 
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Assim, para o domínio do tempo, o erro resultante de todas as curvas, considerando 
















  (118) 
Consolidados os cálculos dos erros para os módulos de relaxação (Young e 
de cisalhamento), equações (116) e (118), o problema padrão de otimização pode ser 
formulado, no domínio do tempo, através de duas metodologias distintas, a saber, 
metodologia tradicional ou metodologia integrada. 
5.2.1 Método tradicional de identificação de MVEs no domínio do tempo 
A metodologia tradicional para identificar MVEs busca caracterizar 
isoladamente cada função viscoelástica de relaxação (módulo de relaxação de Young 
ou de cisalhamento). 
Inicialmente, considerando o módulo de Young em relaxação, o problema 
padrão de otimização, definido no domínio do tempo, posto através do modelo 








E 0 E E E,1 E,2
inf sup
Minimizar erroEt ( ) :R R,















E,1C  e 
T
E,2C  são as constantes do modelo WLF, considerando o módulo de 
relaxação de Young. 
Por sua vez, o problema padrão de otimização para a identificação individual 






G 0 G G G,1 G,2
inf sup
Minimizar (erroGt ) ( ) :R R,














G,1C  e 
T
G,2C  são as constantes do modelo WLF, considerando o módulo de 
relaxação de cisalhamento. 
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Note-se que, diferentemente da metodologia empregada para o domínio da 
frequência, não é possível a obtenção da função coeficiente de Poisson, definida no 
tempo, pela simples divisão ponto a ponto entre os módulos associados (Young e de 
cisalhamento). Uma forma de obter essa função é por meio do modelo proposto, 
equação (97). Nesse caso, a ordem de diferenciação,  , associada ao modelo é 
obtida por meio da média 
  E G .
2
 
    (121) 
Além disso, as constantes relativas ao modelo WLF podem ser obtidas pelas médias 
  
T T T T
T T1E 1G 2E 2G
1 2
C C C C





Consolidada a identificação das propriedades viscoelásticas dos módulos de 
relaxação, emprega-se a equação (97) na obtenção da curva associada ao coeficiente 
de Poisson, definido no domínio do tempo. 
5.2.2 Método integrado de identificação de MVEs no domínio do tempo 
A metodologia proposta consiste em agrupar parâmetros comuns das funções 
módulos de relaxação (Young e cisalhamento) e no estabelecimento de um único 
processo híbrido de otimização. Para tanto, conforme Ernst et al. (2003), Lakes e 
Wineman (2006), O'Brien et al., (2007), Chen et al. (2017) e Sousa et al. (2018), 
considera-se que as influências da temperatura e das ordens de diferenciação são as 
mesmas para os módulos de relaxação em tração e em cisalhamento. Com isso, o 
erro quadrático total resultante,  
2
totEt ,  no domínio do tempo, considerando ensaios 
em tração e de cisalhamento, pode ser posto como 
  
 










Além disso, de acordo com Waterman (1977), Tschoegl (1989) e Pritz (1998), 
o coeficiente de Poisson de um material borrachoso só possui significados físicos 




Dessa forma, define-se o problema padrão de otimização no domínio do 
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x
x         
x x x
 (124) 
Consolidada a identificação pelo método integrado, o coeficiente de Poisson 
pode ser obtido de forma análoga à seção anterior. Além disso, por meio de uma 
simples substituição das propriedades identificadas, podem ser realizadas 
interconversões tempo-frequência. 
5.2.3 Estrutura computacional de identificação para o domínio do tempo 
Analogamente ao realizado para o domínio da frequência, a implementação 
computacional da metodologia proposta é realizada em ambiente MATLAB® conforme 
o pseudocódigo apresentado na FIGURA 17, onde o processo de caracterização é 
baseado numa técnica de otimização híbrida, AG seguido de PNL. Neste caso, nos 
processos de otimização por AG, é empregada a sub-rotina ga.m com uma população 
de 100 indivíduos, 1000 gerações e taxa de mutação de 0,09. Ademais, em PNL, é 
utilizada a sub-rotina fmincon.m com número máximo de iterações igual a 2000, 
número máximo de avaliação da função objetivo de 10000 e critério de parada 
(TolFun) de 1,0E-11. 
Nos processos de otimização, os limites superiores e inferiores das 
propriedades relativas ao modelo WLF estão listados na TABELA 4. Esses limites 
estão baseados em experimentos numéricos, de modo que o ponto de ótimo não 
atinge os limites superiores e os inferiores. 
O procedimento computacional aqui descrito é aplicado na identificação de 
propriedades mecânicas de MVEs empregando as metodologias tradicional e 
integrada. Análises de cada método, empregando a metodologia de otimização 
discutida nesta seção, são apresentadas no capítulo de resultados e discussões. 
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TABELA 4 - LIMITES DAS PROPRIEDADES MATERIAIS UTILIZADOS NO PROCESSO DE 
OTIMIZAÇÃO: DOMÍNIO DO TEMPO 
Variável Nomenclatura Limites 
Constante material WLF 1 1C   0;100  
Constante material WLF 2   C  2C   0; 200  
Módulo de equilíbrio  Pa  E , G   
1 710 ; 10 
   
Módulo instantâneo  Pa  0 0E , G  
1 1010 ; 10 
   
Tempo de relaxação s 
 
  E Gb , b  
  
 
4 110 ; 10  
Ordem de diferenciação E G, ,     0,01; 0,99  









6 METODOLOGIA PROPOSTA PARA CONSTRUÇÃO E AVALIAÇÃO DE 
NOMOGRAMAS DE FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS NOS DOMÍNIOS DO 
TEMPO E DA FREQUÊNCIA 
Este capítulo apresenta propostas para construção e avaliação de 
nomogramas de funções viscoelásticas, definidas nos domínios da frequência e do 
tempo. Na sequência, são descritas metodologias para a obtenção das propriedades 
mecânicas dos MVEs para uma dada temperatura e frequência (ou tempo), a partir do 
nomograma. 
6.1 METODOLOGIA PROPOSTA PARA CONSTRUÇÃO DE NOMOGRAMAS 
Para o domínio da frequência, as propriedades dinâmicas das funções 
viscoelásticas complexas, considerando várias temperaturas, podem ser exibidas 
num único gráfico denominado nomograma. Igualmente, no domínio do tempo, 
nomogramas podem ser construídos para funções viscoelásticas, como o módulo de 
relaxação em tração/cisalhamento e o coeficiente de Poisson. 
A FIGURA 21 apresenta um método de construção de nomogramas nos 
domínios da frequência ou do tempo. A metodologia consiste em um pseudo algoritmo 
que descreve o ‘passo a passo’ de um procedimento computacional que pode ser 
empregado na construção de nomogramas de funções viscoelásticas no domínio do 
tempo (ou da frequência). Uma ilustração da implementação desse algoritmo é 
apresentada na FIGURA 22. 
Consolidada a construção do nomograma, é possível obter facilmente as 
propriedades mecânicas do MVE em análise, para uma determinada temperatura e 
frequência (ou tempo) especificada (o). Esse é o tema da próxima seção. 
FIGURA 21 - ALGORITMO DE CONSTRUÇÃO DE NOMOGRAMAS, DOMÍNIOS DO TEMPO E DA 
FREQUÊNCIA 
Passo 1: Obter as propriedades mecânicas do MVE considerando a influência da temperatura. 
Passo 2: Definir a função viscoelástica para construir o nomograma. 
Passo 3: Definir a temperatura de referência e o intervalo de frequência (tempo) reduzida (o). 
Passo 4: Obter as curvas da(s) função(ões) viscoelástica(s) na temperatura de referência considerando 
o intervalo definido para a frequência (tempo) reduzida(o). Neste caso, o eixo das abscissas corresponde 
à frequência (tempo) reduzida(o) e o eixo das ordenadas, à esquerda, corresponde aos valores das 
funções viscoelásticas. 
Passo 5: Construir um eixo de ordenadas, à direita, mantendo fixo o eixo das abscissas. 
Passo 6: Para diferentes temperaturas, construir, neste eixo, outro gráfico: frequência reduzida versus 
frequência. As curvas resultantes são retas. 
FONTE: O autor (2018). 
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FIGURA 22 - NOMOGRAMA PARA O MÓDULO DE RELAXAÇÃO DE YOUNG 
 
FONTE: O autor (2018). 
6.2 AVALIAÇÃO E OBTENÇÃO DE PROPRIEDADES DINÂMICAS A PARTIR DE 
NOMOGRAMAS 
A FIGURA 22 apresenta um nomograma construído na temperatura de 
referência de 5°C e considerando um intervalo de tempo para análise gráfica 
compreendido entre 1 segundo e um valor aproximado de 2 anos (eixo das ordenadas 
a direita). O método de obtenção da propriedade dinâmica, correspondente ao módulo 
de relaxação, é descrito no pseudo algoritmo apresentado na FIGURA 23. 
Analogamente, podem ser construídas e avaliadas outras funções viscoelásticas, 
definidas no domínio do tempo ou da frequência, para obtenção de propriedades 
dinâmicas. 
FIGURA 23 - PSEUDO ALGORITMO PARA OBTENÇÃO DE PROPRIEDADES DINÂMICAS DE 
MVES DEFINIDOS NOS DOMÍNIOS DO TEMPO E DA FREQUÊNCIA 
Passo 1: Determina-se o tempo e a temperatura, nos quais se deseja obter o módulo de relaxação 
(por exemplo 2 anos e 5°C). 
Passo 2: A partir do tempo desejado (exemplo: 2 anos), traça-se uma linha horizontal até a 
temperatura desejada (exemplo: 5°C), como ilustrado na FIGURA 22. 
Passo 3: A partir do ponto de interceptação obtido anteriormente, traça-se uma linha vertical até a 
curva da função viscoelástica (neste caso, de relaxação). 
Passo 4: Traça-se uma linha horizontal do ponto interceptado anteriormente da curva de relaxação 
até o eixo das ordenadas à esquerda. 
Passo 5: Obtém-se o valor do módulo de relaxação para o tempo requerido e temperatura 
considerada. 












































































































7 RESULTADOS E DISCUSSÕES 
Este capítulo apresenta os resultados e discussões obtidos nos processos de 
identificações dos MVEs para os domínios da frequência e do tempo, nesta sequência. 
O capítulo é encerrado com proposta de construção e avaliação de nomogramas 
referentes às funções viscoelásticas, nos domínios do tempo e da frequência. 
7.1 IDENTIFICAÇÃO NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
Nesta seção, são discutidos os resultados das identificações empregando os 
métodos apresentados no capítulo 5, considerando os experimentos apresentados 
pelos laboratórios C e E de Jones (1992). Como os experimentos utilizados envolvem 
um mesmo material (EAR®-C1002), também são apresentadas algumas comparações 
envolvendo o coeficiente complexo de Poisson. Frise-se que todas as curvas máster 
foram construídas considerando uma temperatura de referência de 5°C. 
7.1.1 Identificação dos parâmetros viscoelásticos – Laboratório C 
A partir dos dados experimentais fornecidos pelo laboratório C (Jones, 1992), 
identificam-se os módulos complexos de Young e de cisalhamento através das 
metodologias tradicional e integrada. Para cada situação, os parâmetros 
viscoelásticos obtidos são apresentados na TABELA 5. Além disso, os resultados dos 
ajustes podem ser comparados de forma gráfica na FIGURA 24 e na FIGURA 25. Com 
base nos parâmetros viscoelásticos identificados para os dois módulos complexos 
(TABELA 5), obtém-se o coeficiente complexo de Poisson empregando a equação 
(83). Como distintos resultados são encontrados, cada método é discutido com mais 
detalhes a seguir. 
7.1.1.1 Metodologia tradicional 
Considerando o método tradicional, nota-se que os modelos analíticos estão 
ajustados adequadamente aos dados experimentais (FIGURA 24 e FIGURA 25). No 
entanto, analisando o coeficiente complexo do coeficiente de Poisson (FIGURA 26), 
observa-se que o módulo dinâmico de Poisson não é monotonicamente decrescente 
e seu fator de perda apresenta valores negativos. Esses comportamentos violam um 
significado físico que o MVE em estudo é dissipador de energia. Além disso, em 
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algumas frequências, o coeficiente de Poisson é maior do que 0,5. Isso implica que o 
volume do MVE decresceria em um teste de tração uniaxial (ou seja, um módulo 
volumétrico negativo). Esses resultados não possuem significados físicos de acordo 
com a teoria apresentada por Tschoegl (1989), Pritz (1998), Tschoegl, Knauss e Emri 
(2002) e Pritz (2007). 
FIGURA 24 - LABORATORIO C. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS PARA O MÓDULO 
COMPLEXO DE YOUNG: MÓDULO DINÂMICO DE YOUNG (ESQUERDA) E WICKET PLOT 
(DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 25 - LABORATORIO C. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS PARA O MÓDULO 
COMPLEXO DE CISALHAMENTO: MÓDULO DINÂMICO DE CISALHAMENTO (ESQUERDA) E 
WICKET PLOT (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
Ao analisar os fatores de deslocamento obtidos para os módulos complexos 
de Young e de cisalhamento (FIGURA 27), nota-se que a influência da temperatura é 
similar para ambos os módulos complexos, na faixa de temperatura comum de -20°C 
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a 55°C. Outra semelhança é a ordem de diferenciação do complexo Young e módulo 
de cisalhamento, que tem uma diferença relativa menor que 5%. 
 
TABELA 5 - LABORATÓRIO C. PROPRIEDADES IDENTIFICADAS DAS FUNÇÕES 






Ajuste tradicional Ajuste integrado 





(Young e de 
cisalhamento) 
0E  1,82E+06 - 2,13E+06 
E  1,77E+09 - 1,69E+09 
Eb  1,41E-02 - 1,42E-02 
0G  - 7,25E+05 7,18E+05 
G  - 6,55E+08 6,15E+08 
Gb  - 8,63E-03 1,31E-02 
  4,66E-01 4,88E-01 4,69E-01 
1C  24,74 15,83 13,78 
2C  172,95 139,84 102,63 
Erro PNL 1,38E-02 1,81E-02 1,99E-02 
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 26 - MÉTODO TRADICIONAL. COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON: MÓDULO 
DINÂMICO (ESQUERDA) E FATOR DE PERDA (DIREITA) 
  





FIGURA 27 - LABORATÓRIO C. FATOR DE DESLOCAMENTO TEMPO-TEMPERATURA. AS 
LINHAS PONTILHADAS REFEREM-SE AO MÉTODO TRADICIONAL E AS LINHAS CONTÍNUAS 
REFEREM-SE AO MÉTODO INTEGRADO 
 
FONTE: O autor (2018). 
A fim de caracterizar um conjunto consistente de funções viscoelásticas que 
atendam aos requisitos físicos básicos, um processo de identificação mais robusto é 
implementado utilizando a metodologia integrada proposta neste trabalho, em que 
algumas restrições são inseridas em relação à função viscoelástica coeficiente 
complexo de Poisson. Além disso, a premissa assumida aqui é que os módulos 
complexos de Young e de cisalhamento têm a mesma ordem de diferenciação e que 
a temperatura influencia ambos os módulos complexos igualmente. 
7.1.1.2 Metodologia integrada 
Utilizando a metodologia integrada de identificação, proposta neste trabalho, 
também são observados ajustes adequados para os módulos complexos (Young e de 
cisalhamento), os quais estão bem próximos àqueles obtidos empregando a 
metodologia tradicional (FIGURA 24 e FIGURA 25). Em relação ao coeficiente 
complexo de Poisson (FIGURA 28), observa-se que seu módulo dinâmico é uma curva 
monotônica decrescente. Em relação ao fator de perda do coeficiente de Poisson, 
obtém-se uma curva com um ponto de máximo. 
Utilizando as propriedades obtidas dos módulos complexos de Young e de 
cisalhamento, obtém-se o módulo complexo volumétrico ponto a ponto por meio da 
equação (82). Essa função pode ser visualizada na FIGURA 29. Observa-se que, 
neste caso, o módulo complexo volumétrico é uma curva monotonicamente crescente 
na faixa de frequências consideradas. Esta curva está localizada acima dos módulos 
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complexos de Young e de cisalhamento. Portanto, os resultados obtidos estão de 
acordo a teoria apresentada por Tschoegl (1989), Pritz (1998) e Tschoegl, Knauss e 
Emri (2002). 
A FIGURA 27 apresenta o gráfico do fator de deslocamento tempo-
temperatura em função da temperatura. Verifica-se que o fator de deslocamento 
obtido pelo método integrado praticamente se sobrepõe à curva obtida pelo método 
tradicional para o módulo complexo de cisalhamento. Isso é explicado, pois os 
experimentos para o módulo complexo de Young são realizados num intervalo menor 
de temperatura (-20°C a 20°C) e, com isso, a tendência é a curva do fator de 
deslocamento, encontrada pela metodologia integrada, seguir a influência de 
temperatura para o módulo complexo em cisalhamento, pois abrange um intervalo 
mais amplo de temperaturas. 
FIGURA 28 - MÉTODO INTEGRADO. COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON: MÓDULO 
DINÂMICO (ESQUERDA) E FATOR DE PERDA (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 29 - LABORATÓRIO C. FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS COMPLEXAS (VOLUMÉTRICO, 
YOUNG E DE CISALHAMENTO): MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
 




7.1.2 Identificação dos parâmetros viscoelásticos – Laboratório E 
Utilizando os dados experimentais apresentados pelo laboratório E, 
similarmente à seção anterior, a identificação do material viscoelástico EAR®-C1002 
é realizada através das metodologias tradicional e integrada. Os resultados dos 
ajustes podem ser visualizados na FIGURA 30 e na FIGURA 31. Os valores das 
propriedades obtidos no processo de otimização são apresentados na TABELA 6. 
Através dos parâmetros viscoelásticos identificados, obtém-se o coeficiente 
complexo de Poisson (FIGURA 26 e FIGURA 28). Visto que diferentes funções 
viscoelásticas são obtidas, a seguir, são apontadas as principais características de 
cada metodologia. 
TABELA 6 - LABORATÓRIO E: PROPRIEDADES IDENTIFICADAS DOS MÓDULOS COMPLEXOS 
(YOUNG E DE CISALHAMENTO): MÉTODOS TRADICIONAL E INTEGRADO 




Módulo complexo de 
Young 




0E  2,17E+06 - 2,10E+06 
E  1,83E+09 - 2,02E+09 
Eb  7,13E-03 - 1,03E-02 
0G  - 7,20E+05 7,13E+05 
G  - 7,12E+08 7,35E+08 
Gb  - 7,29E-03 9,60E-03 
  5,43E-01 4,84E-01 4,73E-01 
T
1C  16,17 19,31 15,92 
T
2C  133,80 157,97 111,08 
Erro PNL 2,03E-02 2,20E-02 2,77E-02 
FONTE: O autor (2018). 
 
7.1.2.1 Metodologia tradicional 
Considerando o método tradicional, observa-se que os modelos analíticos 
estão ajustados adequadamente aos dados experimentais (FIGURA 30 e FIGURA 
31). No entanto, analisando o coeficiente complexo de Poisson (FIGURA 26), 
observam-se comportamentos inadequados para o módulo dinâmico e o fator de 
perda associados. A primeira é que o módulo dinâmico de Poisson não é 
monotonicamente decrescente, o que viola um significado físico que o MVE sob 
análise é um material que dissipa energia. Além disso, para pequenos valores de 
frequência, o coeficiente dinâmico de Poisson é de 0,5, o que implica que o MVE é 
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perfeitamente incompressível, o que é improvável. Logo, segundo Tschoegl (1989), 
Pritz (1998), Tschoegl, Knauss e Emri (2002) e Pritz (2007), este comportamento não 
possui significado físico. 
FIGURA 30 - LABORATÓRIO E. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS: MÓDULO COMPLEXO 
DE YOUNG. MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018) 
 
FIGURA 31 - LABORATÓRIO E. DADOS EXPERIMENTAIS E AJUSTADOS: MÓDULO COMPLEXO 
DE CISALHAMENTO. MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
   
FONTE: O autor (2018). 
Ao analisar os fatores de deslocamento obtidos para os módulos complexos 
de Young e de cisalhamento (FIGURA 32), nota-se que a influência da temperatura é 
similar. Isso é notado em virtude da proximidade dos gráficos no intervalo -20°C a 
55°C. Deve ser enfatizado que dados experimentais para módulo complexo de Young 
estão apenas nesse intervalo. Dessa forma, a fim de obter resultados fisicamente 
coerentes, para o coeficiente de Poisson, assumem-se as premissas de que a 
temperatura influencia igualmente nos comportamentos mecânicos dos módulos 
complexos de Young e de cisalhamento, e que tais módulos possuem mesma a ordem 
de diferenciação (como realizado por Chen et al. 2017). Além disso, inserem-se no 
problema padrão de otimização restrições, equação (114), que impedem o 
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comportamento físico inadequado da função coeficiente complexo de Poisson. A 
seguir, são discutidos os resultados da caracterização obtidos por meio do método 
integrado, o qual envolve simultaneamente dados experimentais dos módulos 
complexos de Young e de cisalhamento. 
FIGURA 32 - LABORATÓRIO E. FATOR DE DESLOCAMENTO COMO FUNÇÃO DA 
TEMPERATURA. AS LINHAS PONTILHADAS ESTÃO RELACIONADAS AO MÉTODO 
TRADICIONAL E AS LINHAS CONTÍNUAS ESTÃO RELACIONADAS AO MÉTODO INTEGRADO. 
 
FONTE: O autor (2018). 
7.1.2.2 Identificação integrada 
Utilizando a metodologia integrada proposta, identificam-se os módulos 
complexos (FIGURA 30 e FIGURA 31) e, relacionando-os obtém-se o módulo 
dinâmico do coeficiente complexo de Poisson (FIGURA 28). Note-se que, para esta 
metodologia, esta função se mostra coerente, pois o seu módulo dinâmico é uma 
curva monotônica decrescente, ao longo da frequência, e o seu fator de perda 
apresenta um ponto de máximo. Além disso, partindo dos dois módulos complexos 
identificados,  *E   e  *G  , obtém-se o módulo complexo volumétrico, por meio 
da equação (67), no domínio da frequência. Esses três módulos complexos podem 
ser visualizados graficamente na FIGURA 33. Observa-se que o módulo volumétrico 
complexo é uma função monotônica crescente, ao longo da frequência, e que sua 
curva está acima dos outros dois módulos complexos (Young e de cisalhamento). Tais 
resultados estão em concordância com a teoria apresentada por Pritz (1998) e 
Tschoegl, Knauss e Emri (2002). 
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FIGURA 33 - LABORATÓRIO E. FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS COMPLEXAS (VOLUMÉTRICO, 
YOUNG E DE CISALHAMENTO): MÓDULO DINÂMICO (ESQUERDA) E WICKET PLOT (DIREITA) 
 
FONTE: O autor (2018). 
 
 
Adicionalmente, a FIGURA 32 apresenta o gráfico do fator de deslocamento 
em função da temperatura. Nota-se que, apesar dos resultados numéricos 
apresentarem pequenas diferenças para as constantes do modelo WLF (TABELA 6), 
a função do fator de deslocamento obtida pela metodologia integrada (FIGURA 32) 
segue um comportamento similar àqueles apresentados pelo método tradicional. 
Esses fatos bem como os comportamentos adequados obtidos para as funções 
viscoelásticas viabilizam a aplicação da metodologia integrada de modo confiável. 
7.2 IDENTIFICAÇÃO NO DOMÍNIO DO TEMPO 
Nesta seção, são discutidos os resultados referentes a implementação 
computacional das metodologias de identificação tradicional e integrada, para o 
domínio do tempo, apresentadas no capítulo 5. 
7.2.1 Metodologia tradicional 
Inicialmente empregando a metodologia tradicional, identificam-se os 
módulos de relaxação de Young e de cisalhamento. Os resultados numéricos 
referentes às identificações para os três conjuntos de experimentos são apresentados 
na TABELA 7. Em cada coluna “dispersão”, são apresentadas as propriedades 
viscoelásticas identificadas. Além disso, para cada valor de dispersão introduzido 
artificialmente, uma comparação percentual, entre os parâmetros identificados e as 




TABELA 7 - PROPRIEDADES OBTIDAS PARA DIFERENTES DISPERSÕES: MÉTODO 
TRADICIONAL 
Propriedades 
de Sousa et al. 
(2018) 
















E  2,13E+06 2,13E+06 9,84E-06 2,14E+06 4,01E-01 2,06E+06 3,39E+00 
0E  1,69E+09 1,69E+09 4,83E-06 1,69E+09 3,83E-01 1,63E+09 3,73E+00 
Eb  1,42E-02 1,42E-02 2,93E-05 1,41E-02 9,41E-01 1,48E-02 4,17E+00 
G  7,18E+05 7,18E+05 2,26E-05 7,19E+05 1,59E-01 6,83E+05 4,91E+00 
0G  6,15E+08 6,15E+08 2,91E-05 6,07E+08 1,39E+00 5,78E+08 6,05E+00 
Gb  1,31E-02 1,31E-02 9,80E-06 1,31E-02 6,08E-01 1,28E-02 2,80E+00 
  4,69E-01 4,69E-01 2,29E-05 4,71E-01 4,72E-01 4,71E-01 5,80E-01 
1C  1,38E+01 1,38E+01 1,49E-04 1,39E+01 1,05E+00 1,37E+01 5,03E-01 
2C  1,03E+02 1,03E+02 1,17E-04 1,03E+02 7,75E-01 1,02E+02 5,03E-01 
FONTE: O autor (2018). 
Por outro lado analisando os resultados gráficos, observa-se que, 
empregando a metodologia tradicional de identificação para o domínio do tempo, os 
modelos analíticos estão ajustados adequadamente aos dados experimentais, 
conforme ilustram a FIGURA 34, FIGURA 35 e FIGURA 36. 
Ademais, analisando o coeficiente de Poisson obtido para dispersões de 0%, 
notam-se ajustes perfeitos para os resultados aqui obtidos e o modelo de Sousa et al. 
(2018), tanto para o domínio do tempo como para o da frequência como ilustram a 
FIGURA 34 e a FIGURA 37. Entretanto, para dispersões de +/-10%, notam-se 
divergências acentuadas para o coeficiente de Poisson nos domínios do tempo e da 
frequência (FIGURA 35 e FIGURA 38). Nesses casos, é observado que os 
coeficientes de Poisson possuem comportamentos não monotônicos com pontos de 
máximo para os domínios do tempo ou da frequência. Finalmente, ao analisar 
dispersões de +/-20%, nota-se que a curva viscoelástica de Poisson, nos domínios do 
tempo e da frequência, ultrapassa o valor de 0,5, além de não ser monotônica 
crescente para o domínio do tempo, ou monotônica decrescente para o domínio da 
frequência, como ilustram a FIGURA 36 e a FIGURA 39. Nota-se também que seu 
fator de perda correspondente possui valores negativos. Esses comportamentos 
violam um significado físico que o MVE em estudo é dissipador de energia de acordo 
com a teoria apresentada por Tschoegl (1989), Pritz (1998), Tschoegl, Knauss e Emri 
(2002) e Pritz (2007). 
Dessa forma, a fim de identificar funções viscoelásticas que atendam aos 
requisitos físicos básicos, um processo de identificação mais robusto é implementado 
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com base em técnicas de otimização, equação (124), em que algumas restrições são 
inseridas em relação à função viscoelástica coeficiente de Poisson, definido no 
domínio do tempo. Além disso, a premissa assumida aqui é que os módulos de 
relaxação (Young e de cisalhamento) têm a mesma ordem de diferenciação e que a 
temperatura influencia ambos os módulos igualmente. 
FIGURA 34 - DADOS EXPERIMENTAIS (0% DE DISPERSÃO) E MODELOS AJUSTADOS PARA 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO 
TEMPO (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 35 - DADOS EXPERIMENTAIS (10% DE DISPERSÃO) E MODELOS AJUSTADOS PARA 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO 
TEMPO (DIREITA) 
  






































































































Sousa et al. (2018)





































































































Sousa et al. (2018)
Identificação com 10% de dispersão
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FIGURA 36 - DADOS EXPERIMENTAIS (20% DE DISPERSÃO) E MODELOS AJUSTADOS PARA 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO 
TEMPO (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 37 - COMPARAÇÃO DA IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSÃO NULA 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 38 - COMPARAÇÃO DA IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSÃO DE +/-10% 
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FIGURA 39 - COMPARAÇÃO DA IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSÃO DE +/-20% 
  
FONTE: O autor (2018). 
7.2.2 Metodologia integrada 
Nesta seção são apresentados os resultados das identificações empregando 
a metodologia integrada proposta no capítulo 5. Resultados numéricos das 
identificações para os conjuntos de experimentos, no domínio do tempo são 
apresentadas na TABELA 8. Analisando a coluna de diferença relativa dessa tabela, 
observa-se que, para os experimentos com dispersão nula, as diferenças relativas 
entre cada parâmetro aqui identificado e aqueles apresentados por Sousa et al. (2018) 
são praticamente nulos. Ademais, para os experimentos com dispersões de +/-10% e 
+/-20%, as diferenças relativas aumentam, entretanto essas diferenças ainda 
constituam pequenas, não atingindo valores significativamente altos. 
Visualizações gráficas dos ajustes teóricos aos experimentais para os 
módulos de relaxação são apresentadas da FIGURA 40 à FIGURA 42. Analisando os 
resultados gráficos das identificações, notam-se ajustes praticamente perfeitos para 
os módulos de relaxação em tração e cisalhamento. 
Aplicando a equação (97), são construídas funções viscoelásticas para o 
coeficiente de Poisson, no domínio do tempo (FIGURA 40 à FIGURA 42). Essas 
curvas relativas ao coeficiente de Poisson, em todas as situações, se mostram 
monotonicamente crescente, o que representa um comportamento físico adequado. 
Nota-se que estas curvas (coeficiente de Poisson) apresentam pequenas divergências 
entre si, o que é esperado, pois existem três conjuntos de experimentos distintos e, 
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TABELA 8 - PROPRIEDADES IDENTIFICADAS PARA DIFERENTES DISPERSÕES: MÉTODO 
INTEGRADO 
Propriedades de 
Sousa et al. (2018) 
















E  2,13E+06 2,13E+06 1,68E-05 
2,13E+06 1,61E-01 2,02E+06 5,41E+00 
0E  1,69E+09 1,69E+09 1,74E-05 
1,72E+09 1,86E+00 1,61E+09 5,12E+00 
Eb  1,42E-02 1,42E-02 4,40E-05 
1,28E-02 1,10E+01 1,27E-02 1,04E+01 
G  7,18E+05 7,18E+05 1,48E-05 
7,12E+05 8,30E-01 6,74E+05 6,04E+00 
0G  6,15E+08 6,15E+08 1,35E-05 
6,20E+08 8,50E-01 5,65E+08 8,07E+00 
Gb  1,31E-02 1,31E-02 3,69E-05 
1,19E-02 1,06E+01 1,21E-02 8,14E+00 
  4,69E-01 4,69E-01 1,05E-06 
4,52E-01 3,61E+00 4,27E-01 8,86E+00 
1C  1,38E+01 1,38E+01 1,15E-04 
1,43E+01 3,85E+00 1,22E+01 1,16E+01 
2C  1,03E+02 1,03E+02 8,20E-05 
1,03E+02 4,69E-01 9,12E+01 1,12E+01 
Erro 
PNL 
- 2,94E-14 - 1,15E-02  6,13E-02 - 
FONTE: O autor (2018). 
Considerando o domínio da frequência, por interconversão, obtém-se o 
coeficiente complexo de Poisson, apresentados da FIGURA 43 à FIGURA 45, onde 
as linhas pontilhadas estão relacionadas com a identificação no domínio do tempo e 
as linhas contínuas estão relacionadas aos parâmetros viscoelásticos de Sousa et al. 
(2018). Nota-se que o módulo dinâmico do coeficiente de Poisson se mostra 
decrescente e seu correspondente fator de perda possui um ponto de máximo, ao 
longo da frequência. Tais resultados estão em concordância com a teoria clássica da 
viscoelasticidade linear (NASHIF et al. 1985; TSCHOEGL, 1989; PRITZ, 1998; 
TSCHOEGL, 2002). 
Observando a situação para quando a dispersão é nula, as curvas 
identificadas se sobrepõem exatamente à curva de Sousa et al. (2018), como ilustra 
a FIGURA 43. Outrossim, considerando os casos para quando as dispersões são de 
10% e 20%, notam-se que existem divergências, o que é esperado. No entanto, as 
curvas identificadas apresentam comportamentos adequados como ilustram a 
FIGURA 44 e a FIGURA 45. 
Dessa forma, ainda que os dados experimentais sejam dispersos, infere-se 
que o método de identificação de MVEs, aqui proposto, obtém de forma aproximada 
o comportamento mecânico das funções viscoelásticas do coeficiente Poisson, para 
os domínios do tempo e da frequência. 
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FIGURA 40 - DADOS EXPERIMENTAIS (0% DE DISPERSÃO) E MODELOS AJUSTADOS PARA 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO 
TEMPO (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 41 - DADOS EXPERIMENTAIS (10% DE DISPERSÃO) E MODELOS AJUSTADOS PARA 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO 
TEMPO (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 42 - DADOS EXPERIMENTAIS (20% DE DISPERSÃO) E MODELOS AJUSTADOS PARA 
MÓDULO DE RELAXAÇÃO (ESQUERDA) E COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO 
TEMPO (DIREITA) 
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FIGURA 43 - COMPARAÇÃO DA IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSÃO NULA 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 44 - COMPARAÇÃO DA IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSÃO DE +/- 10% 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
 
FIGURA 45 - COMPARAÇÃO DA IDENTIFICAÇÃO DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
CONSIDERANDO EXPERIMENTOS COM DISPERSÃO DE +/- 20% 
  
FONTE: O autor (2018). 
7.3 NOMOGRAMAS DE FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS NOS DOMÍNIOS DO 
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Inicialmente, considerando o domínio da frequência, esta seção apresenta 
nomogramas para os módulos complexos de Young e de cisalhamento. 
Posteriormente, é proposto um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson. 
Na sequência, considerando o domínio do tempo, são propostos nomogramas para 
os módulos de relaxação em tração e cisalhamento, bem como para coeficiente de 
Poisson. Para todos os nomogramas apresentados nesta seção, os parâmetros 
viscoelásticos empregados foram obtidos anteriormente para o MVE EAR®-C1002 são 
apresentados na TABELA 9. 
TABELA 9 - PROPRIEDADES MECÂNICAS DO MATERIAL EAR®-C1002 OBTIDAS A PARTIR DA 
TABELA 8 
Parâmetros viscoelásticos Valores numéricos 
 0E MPa  2,128667556644E+06 
 E MPa  1,723757249223E+09 
Eb  
1,279369260811E-02 
 0G MPa  7,119033966574E+05 
 G MPa  6,202192164498E+08 
Gb  1,189166029556E-02 




 T 02C C  1,031149458767E+02 
FONTE : O autor (2018). 
7.3.1 Nomograma dos módulos complexos de Young de cisalhamento e do 
coeficiente complexo de Poisson 
Utilizando a metodologia apresentada para a construção de nomogramas e 
as propriedades mecânicas, apresentadas na TABELA 9, são construídos os 
nomogramas para as funções viscoelásticas complexas (Módulo complexo de Young 
e cisalhamento e coeficiente complexo de Poisson). Em todos os casos, utilizando os 
nomogramas, as propriedades mecânicas são obtidas no intervalo de frequência entre 
10-2 Hz e 106 Hz para as seguintes temperaturas: -30°C, -20°C, -10°C, 5°C, 30°C, 50°C 
e 80°C. Contudo, podem ser arbitradas outras temperaturas para serem incluídas no 
nomograma. 
A FIGURA 46 apresenta os nomogramas construídos para os módulos 
complexos de Young e de cisalhamento. Nesse caso, os módulos de armazenamento 
e o fator de perda estão mostrados no mesmo gráfico. Note-se que o fator de perda 
obtido no gráfico deve ser divido por 103. Por exemplo, considere uma frequência 
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próxima de 1 Hz e uma temperatura de -20 °C no nomograma relativo ao módulo 
complexo de Young. Neste caso, o caminho descrito pela linha tracejada na FIGURA 
46 (esquerda) apresenta que o fator de perda é aproximadamente 0,2. Além disso, o 
valor do módulo dinâmico de Young é aproximadamente 1000 MPa. 
FIGURA 46 - NOMOGRAMA DO MÓDULO COMPLEXO DE YOUNG (ESQUERDA) E 
NOMOGRAMA DO MÓDULO COMPLEXO DE CISALHAMENTO (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 47 - NOMOGRAMA DO COEFICIENTE COMPLEXO DE POISSON 
 
FONTE: O autor (2018). 
O coeficiente complexo de Poisson pode ser obtido substituindo os 
parâmetros apresentados da TABELA 9 na equação (83). Com isso, pode ser 
proposto na FIGURA 47 um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson, 
onde são construídos num único gráfico o módulo dinâmico e o fator de perda do 
Coeficiente de Poisson. A obtenção das propriedades pode ser realizada de forma 

























































































































































































































































































































5°C, os valores do módulo dinâmico e do fator perda do Poisson são próximos de 0,49 
e 0,01, respectivamente. 
Os nomogramas apresentados nesta seção formam uma base que pode ser 
utilizada para obtenção de propriedades mecânicas de MVEs de forma rápida e 
eficiente, no domínio da frequência. Para tanto, é necessário definir a frequência e a 
temperatura de interesse e, por meio da metodologia aqui discutida, obter as 
propriedades dinâmicas das funções viscoelásticas em análise. 
7.3.2 Nomograma dos módulos de relaxação em tração cisalhamento e do 
coeficiente de Poisson definidos no domínio do tempo 
Dada a consolidação das funções viscoelásticas para o domínio do tempo por 
meio dos parâmetros apresentados na TABELA 9, são propostos os nomogramas 
relativos aos módulos de relaxação em tração e em cisalhamento, apresentados na 
FIGURA 48. Na sequência, é proposto o nomograma relativo ao coeficiente de 
Poisson, para o domínio do tempo (FIGURA 49). Em todos os casos, as propriedades 
podem ser obtidas num intervalo de tempo, em segundos, entre 1s e 108s (próximo 
de 2 anos) nas seguintes temperaturas: -45°C, -40°C, -35°C, -25°C, -10°C, 5°C, 30°C 
e 50°C. Ressalta-se que outras temperaturas podem ser escolhidas e incluídas no 
nomograma. 
Nota-se que os gráficos dos nomogramas no domínio do tempo são formas 
inversas dos nomogramas correspondentes no domínio da frequência. Por exemplo, 
o módulo de relaxação é uma curva monotonicamente decrescente no tempo. Porém, 
seu correspondente na frequência, a saber, o módulo dinâmico de Young, apresenta 
um comportamento crescente para frequências crescentes. Por sua vez, o coeficiente 
de Poisson, no domínio do tempo, é uma função monotonicamente crescente. 
Entretanto, o módulo dinâmico de Poisson se apresenta monotonicamente 
decrescente em frequência crescente. Todos esses resultados garantem significado 
físico coerente para o comportamento do material (Tschoegl, 2002; Pritz, 2007, Sousa, 




FIGURA 48 - NOMOGRAMA PARA OS MÓDULOS DE RELAXAÇÃO EM TRAÇÃO (ESQUERDA) E 
CISALHAMENTO (DIREITA) 
  
FONTE: O autor (2018). 
 
FIGURA 49 - NOMOGRAMA DO COEFICIENTE DE POISSON NO DOMÍNIO DO TEMPO 
 
















































































































































































































































































8 CONCLUSÕES E SUGESTÕES DE TRABALHOS FUTUROS 
Este trabalho propõe e aplica metodologias para caracterizar indiretamente 
funções viscoelásticas nos domínios do tempo (módulos de relaxação de Young e de 
cisalhamento e coeficiente de Poisson) e da frequência (módulos complexos de 
Young, de cisalhamento, volumétrico e coeficiente complexo de Poisson) utilizando 
um MVE linear e termorreologicamente simples descrito segundo o modelo 
constitutivo de Zener fracionário. 
Neste capítulo, são discutidas as principais contribuições deste trabalho para 
o presente estado da arte no que tange à caracterização de propriedades mecânicas 
de MVEs lineares e termorreologicamente simples. Na sequência, apresentam-se 
algumas sugestões de trabalhos futuros. 
8.1 IDENTIFICAÇÃO NO DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
Considerando o domínio da frequência, este trabalho discute duas 
metodologias de identificação de MVEs, aqui denominadas, de método tradicional e 
método integrado. Ambas as metodologias utilizam técnicas híbridas de otimização. 
Nesse caso, inicialmente, obtém-se por AG um vetor de variáveis de projeto próximo 
do ponto ótimo global. Na sequência, esse vetor é utilizado como ponto inicial em um 
processo de otimização baseado em PNL para obter os parâmetros materiais ótimos. 
Observa-se, que utilizando a metodologia tradicional, bons resultados são 
obtidos nos ajustes dos modelos analíticos aos dados experimentais. No entanto, a 
curva do módulo dinâmico e do fator de perda do coeficiente complexo de Poisson 
apresentam comportamentos inadequados. Tais resultados não possuem significado 
físico e divergem da teoria. Consequentemente, infere-se que um procedimento mais 
robusto é necessário a fim de obter um conjunto consistente de funções 
viscoelásticas, as quais atendam aos requisitos físicos básicos. 
Nesse contexto, foi proposta e implementada uma metodologia, aqui 
denominada de integrada. Esta metodologia é baseada na premissa que a 
temperatura influencia igualmente os comportamentos mecânicos dos módulos 
complexos de Young e de cisalhamento e, além disso, tais módulos complexos 
possuem mesma a ordem de diferenciação. Ademais, no processo de otimização, são 
impostas algumas restrições para a função viscoelástica módulo complexo de 
Poisson. Como resultados, foram obtidos ajustes adequados dos modelos analíticos 
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aos dados experimentais. Além disso, o módulo dinâmico, do coeficiente complexo de 
Poisson, se mostra monotonicamente decrescente e o seu fator de perda possui um 
ponto de máximo. Assim, partindo dos modelos identificados para os módulos 
complexos de Young e cisalhamento, obtém-se o módulo complexo volumétrico. Nota-
se que a curva apresentada é monotonicamente crescente ao longo da frequência e 
está localizada acima dos módulos complexos de Young e de cisalhamento. Estes 
resultados estão coerentes com a teoria pois, tanto o coeficiente complexo de Poisson 
como o módulo complexo volumétrico, possuem significado físico. 
Portanto, considerando os experimentos aqui apresentados no domínio da 
frequência, este trabalho apresenta uma metodologia robusta e eficiente para 
caracterização híbrida do coeficiente de Poisson para MVEs lineares e 
termorreologicamente simples. 
8.2 IDENTIFICAÇÃO NO DOMÍNIO DO TEMPO 
Para o domínio do tempo, tendo como base funções viscoelásticas para os 
módulos de relaxação de Young e de cisalhamento e empregando o modelo 
constitutivo de Zener fracionário, descreve-se matematicamente a obtenção de um 
modelo para o coeficiente de Poisson em função do tempo e da temperatura. 
Na sequência, a partir de três conjuntos de dados experimentais artificiais com 
dispersões de 0%, 10% e 20% para os módulos de relaxação (em tração e 
cisalhamento), identifica-se o material viscoelástico EAR®-C1002. Para tanto, aplica-
se uma técnica híbrida de otimização e obtêm-se parâmetros viscoelásticos do 
material. Similarmente, como realizado para o domínio da frequência, a identificação 
é realizada empregando duas metodologias: tradicional e integrada. Empregando a 
metodologia tradicional, são obtidos resultados adequados somente para quando a 
dispersão é nula. Entretanto, para quando as dispersões são de 10% e de 20%, 
resultados gráficos inadequados para o coeficiente de Poisson são obtidos. Esse fato 
indica que a tradicional metodologia que se baseia na identificação das funções 
viscoelásticas isoladamente, se mostra bastante sensível a erros experimentais. 
Nesse contexto, foi proposta e implementada uma metodologia mais robusta 
de identificação, a qual contempla algumas restrições físicas no processo de 
otimização. Como resultado dessa implementação, inicialmente, obtém-se a função 
viscoelástica para coeficiente de Poisson, definida no domínio do tempo e, na 
sequência, por interconversão, obtém-se o coeficiente complexo de Poisson, definido 
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no domínio da frequência. Observa-se que para dispersões de 10% e 20%, são 
obtidas funções com comportamentos adequados e fisicamente coerentes. 
Dessa forma, os resultados obtidos, empregando o método integrado, se 
mostram confiáveis, pois vão de encontro a comportamentos físicos adequados: para 
o domínio do tempo, o coeficiente de Poisson se mostra crescente e, no domínio da 
frequência, o coeficiente dinâmico de Poisson se apresenta decrescente e o fator de 
perda do mesmo possui um único ponto de máximo. Portanto, a metodologia aqui 
proposta é promissora e com um grande potencial de aplicação. 
8.3 NOMOGRAMAS DE FUNÇÕES VISCOELÁSTICAS NOS DOMÍNIOS DO 
TEMPO E DA FREQUÊNCIA 
Consolidadas as identificações do MVE, foi proposta e implementada uma 
metodologia para construção e avaliação de nomogramas nos domínios do tempo 
e/ou da frequência. 
Inicialmente, considerando o domínio da frequência, foram apresentados 
nomogramas para os módulos complexos de Young e de cisalhamento. 
Posteriormente, foi proposto um nomograma para o coeficiente complexo de Poisson, 
o qual é composto de duas funções viscoelásticas, o módulo dinâmico e o fator de 
perda de Poisson. A partir desse nomograma, os valores das propriedades (módulo 
dinâmico e fator de perda de Poisson) podem ser obtidos de forma rápida para a 
frequência e a temperatura requeridas. 
Na sequência, foram propostos nomogramas de funções viscoelásticas, 
definidas no domínio do tempo. Nesse caso, utilizando a metodologia, aqui 
apresentada, foram propostos nomogramas para os módulos de relaxação em tração 
e em cisalhamento e, na sequência, foi proposto o nomograma para o coeficiente de 
Poisson, no domínio do tempo. Os gráficos obtidos para esses nomogramas 
descrevem o comportamento inverso de nomogramas correspondentes no domínio 
da frequência. Tais resultados garantem significado físico coerente para o 
comportamento do material. 
Como contribuições principais para o estado da arte, o presente trabalho 
propõe a construção de novos nomogramas de funções viscoelásticas, nos domínios 
do tempo e da frequência, os quais permitem uma visualização rápida e precisa dos 
comportamentos dinâmicos do MVE em análise. 
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8.4 SUGESTÕES DE TRABALHOS FUTUROS 
Para melhores estudos sobre a identificação completa do comportamento 
mecânico de MVEs, como alternativas para trabalhos futuros sugerem-se: 
 Realizar a mesma identificação das funções viscoelásticas 
empregando técnicas avançadas de estatísticas; 
 Realizar experimentos para obtenção do coeficiente de Poisson de 
modo direto em várias temperaturas e, com isso, identificar indiretamente as 
funções viscoelásticas; 
 Obter os módulos complexos (Young e de cisalhamento) empregando 
uma mesma amostra e, com isso, obter o coeficiente de Poisson 
indiretamente; 
 Obter indiretamente o coeficiente de Poisson considerando o efeito da 
pressão nos ensaios de cisalhamento; 
 Utilizar modelos constitutivos fracionários com mais termos no 
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DERIVADA E INTEGRAL FRACIONÁRIA 
Existem na literatura várias definições para o cálculo de derivadas ou integrais 
de ordem fracionárias. Entre elas, destacam-se as de Riemann-Liouville, Caputo, 
Riesz e Grünwald-Letnikov (KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006; CINIELLO; 
BAVASTRI; PEREIRA, 2015). Visto que no presente trabalho supõem-se que as 
informações ocorrem para um tempo t > 0, as definições de Riemann-Liouville se 
mostram as mais apropriadas para representar as funções viscoelásticas envolvidas 
neste trabalho, conforme afirmam Mainard (2010) e Ciniello (2015). 
Conforme Das (2011), Atanacković et al. (2014) e Oliveira (2014), supondo 
uma função f(t)  bem comportada no intervalo  t a,b , sua integral fracionária de 
Riemann-Liouville à esquerda e de ordem   é definida por 
   
 






f t t u f u du ,
  
  
I  (125) 
onde   é um parâmetro real e positivo e   1 y
0
y e dy
       é a função Gama de 
Euler. Por outro lado, a integral fracionária de Riemann-Liouville à direita e de ordem 
é definida por 
   
 




f t t u f u du.
  
  
I  (126) 
Com isso, segundo Mainardi (2010), as derivadas fracionárias de Riemann-
Liouville à esquerda e à direita de ordem   e parâmetro p, onde p  é um número inteiro 
e positivo, tal que p 1 p    , são definidas respectivamente, como 
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FUNÇÃO DE MITTAG-LEFFLER 
Como posto por Gorenflo, Loutchko e Luchko (2002) e Maindardi (2010), as 
funções de Mittag-Leffler (ML) estão diretamente relacionadas às equações 
diferenciais e integrais de ordem fracionária e com integrais do tipo Abel. Assim, como 
a natureza da função exponencial é a solução de equações diferencias de ordem 
inteira, a função de ML tem um papel análogo para solução de equações diferenciais 
de ordem não inteira (CINIELLO, 2016). 
A função de ML de um parâmetro, denotada por  E z  com 0  , pode ser 












   
  
  (129) 
onde   é a função gama de Euler. Para a convergência da série de potências na 
equação (129), o parâmetro   pode ser complexo, desde que  Re 0   (Mainardi, 
2010). A função de ML é uma generalização da função exponencial, tendo em vista a 
substituição de  n! n 1    com    n n 1     , onde   é a função Gamma. 
Conforme Haubold (2011) e Maindardi (2010), a partir da definição da função ML, 
equação (129), são notáveis algumas relações importantes tais como 
           z 2 21 2 2E z e ; E z cosh z ; E z cos z     (130) 
e 
       z 1/2 z 1/21/2E z e 1 fer z e ferc z         (131) 
onde z , ‘fer’ é a função erro e ‘ferc’ é a função erro complementar, as quais são 
definidas, respectivamente, como (HAUBOLD et al., 2009; CINIELLO, 2016) 






fer z : e du e ferc : 1 fer z , z .   

  (132) 
Mainadi (2010) afirma que uma extensão da função de ML pode ser obtida 
substituindo a constante aditiva 1 do argumento da função Gamma, equação(129), 
por um parâmetro complexo arbitrário  . Assim a representação da função de ML 
com dois parâmetros,   e  , pode ser posta como 
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          
  (133) 
É evidente que    ,1E z E z  . 
 
APLICAÇÃO DA FUNÇÃO DE MITTAG-LEFFLER NO CORRENTE TRABALHO 
 
Neste trabalho, a função ML é aplicada para as definições dos módulos de 
relaxação e de fluência segundo os modelos constitutivos de Zener Fracionário. Como 
exemplo, mostra-se a aplicação para a relaxação.  










onde 0 1   , a  é um parâmetro fixo e característico do sistema analisado. Assim, 














               
  (135) 
 
Conforme Mainardi (2010) e Ciniello (2015), ao analisar os comportamentos 





























                    
 (137) 
Mainardi (2011) afirma que quando  at / 0

  , a função de ML apresenta um 
decréscimo muito rápido para  at / 0
   . Por outro lado, ocorre um decréscimo 
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muito lento para quando  at /

  , devido ao fato de uma potência negativa. Isso 
fica evidente na representação gráfica dessa função para diferentes valores de   e 
com a 1s   (FIGURA 50a) e com a 100s   (FIGURA 50b). 
FIGURA 50. REPRESENTAÇÃO DA FUNÇÃO DE ML. 
 
  a) a 1s      b) a 100s   









TRANSFORMADA DE LAPLACE 
Seja f(t)  uma função definida por t 0 , então a integral 
   L st
0
F(s) f(t) e f(t)dt
     (138) 
resulta numa função de s, F(s) , a qual é chamada de transformada de Laplace de f(t)  
desde que a integral convirja (DOETSCH, 1947; (PAPOULIS, 1962; ZILL e CULLEN, 
2000). A variável transformada, s, é, em geral, um número complexo, o qual pode ser 
escrito como 
 s a iΩ   (139) 
onde i 1   (PAPOULIS, 1962). Quando se trata de excitações senoidais em regime 
permanente, o princípio da correspondência requer que a parcela real da variável 
complexa “s” tenda para um valor nulo, isto é, a 0 , o que consequentemente resulta 
em s iΩ  (PAPOULIS, 1962). 
 
PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 
Uma lista com algumas propriedades da transformada de Laplace, as quais 
são pertinentes com o estudo de viscoelasticidade, é fornecida a seguir. 
Linearidade 
Conforme Schiff (1999, a transformada inversa de Laplace é uma 
transformação linear 
          L L L1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2a f (t) a f (t) a f (t) a f (t) a F s a F s      (140) 
Teorema do valor inicial 
Conforme Schiff (1999), o teorema do valor inicial pode ser posto na forma 
     
t 0 s
lim f t lim sF s .
 
  (141) 
Teorema do valor final 
Conforme Schiff (1999), o teorema do valor final pode ser colocado segundo 
     
t s 0
lim f t lim sF s .
 
  (142) 
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Transformada da derivada de ordem inteira 
Conforme demonstrado nos trabalhos de Doestsch (1974) e Oliveira (2014), 
se uma função  f t  e suas derivadas 
     2 n
2 n
df t d f t d f t
, , ,
dt dt dt
 são funções contínuas, 







n n 1 k
n k
k 0
d f t df 0








  (143) 















Transformada de Laplace para Derivada Fracionária Segundo Riemann-Liouville 
 
Como demonstrado por Das (2011) e Oliveira (2014), a transformada de 
Laplace da derivada de Riemann-Liouville a esquerda no intervalo  0, t , é dada por 













   

   (145) 
Das (2011) mostra que, para 0 1   , tem-se 
          L I10 t 0 tD f t s F s f 0 s F s .         (146) 
Convolução 
 
Sejam duas funções f(t) e G(t) de t. A multiplicação dessas funções, definidas 
no plano transformado, corresponde a uma convolução no domínio do tempo, 
denotada por   f * g t , a qual pode ser definida pela relação 
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         
   






f t g d
F s G s f * g t .
f g t d

    

  





As duas formas de convolução da integral existem porque a operação de convolução 
é comutativa. 
Por outro lado, a transformada inversa de     L 1 sF s G s  possui quatro 
formas equivalentes, as quais podem ser postas conforme 
      
   
 
 
   
 
 
     
 













f 0 g t g t d ,
d
df t
f 0 g t g d ,
d(t )
s F s G s
dg
f t g 0 f t d ,
d
dg t



















L  (148) 
 
PRINCÍPIO DA CORRESPONDÊNCIA PARA O DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 
Considere-se que os tensores de tensão, σ , e de deformação, ε , podem ser 
postos, respectivamente, como 





   
 
    
    
 (149) 
e 





   
 
    
    
 (150) 
Pelo PCEV, a Lei de Hooke no plano complexo, considerando um ensaio 
uniaxial de tração, pode ser posta como 
           11 11 11s E s s sE s s .      (151) 
Retransformando a equação (151) para o domínio do tempo, chega-se 
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t E t d .
d
 
    

 (152) 
Aplicando a transformada de Fourier à equação (152), obtém-se 
  







t 11 i t
0




E t d e dt
d
d








   
 
   

 













   





















   

  (154) 
Comparando as equações (151) e (154), tem-se 
     *
s i
E E s .
 
   (155) 
Portanto, a transformação do domínio de Laplace para o domínio da frequência, basta 
a substituição de s  por i , onde deve ser realçado que o sistema analisado encontra-






LISTA DAS PRINCIPAIS TRANSFORMADAS DE LAPLACE UTILIZADAS 
A seguir, apresenta-se uma lista das transformadas inversas de Laplace 
relacionadas com o cálculo de derivadas de ordem inteira e fracionária. 
TABELA 10 - PRINCIPAIS TRANSFORMADAS DE LAPLACE ÚTEIS PARA O CORRENTE 
TRABALHO 
Transformada de Laplace F(s)  Expressão no tempo  f t  
1   t  
ase   H t a  
1/ s   H t  






































































     1 ,t E at  
FONTE: Das (2011) e Atanacković et al. (2014). 
 
